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1. Dalla mitologia dei labirinti all’analisi combinatoria. 


Dal labirinto alla combinatoria i percorsi sono molteplici. Uno di questi è 
un collegamento diretto, che per gli effetti che produce sarebbe meglio chiama- 
re un corto circuito: il +labirinto+ come intrico di vie, metafora di situazioni 
difficili e percorsi inestricabili, si «risolve» mediante l’analisi di tutte le possibi- 
lità, enumerazione delle possibili uscite, il loro ordine, la conta, l’esaustione. 
È un procedimento che richiede tempo, ma è di sicuro effetto e riduce ogni pro- 
blema labirintico a un problema combinatorio. 

In questo caso, più che di una soluzione, si tratta di una i//usione combinato- 
ria, che periodicamente risorge insieme al momentaneo affermarsi del caso in 
tutte le situazioni di scelta, vera o apparente che sia. Questa illusione segna il 
passaggio da un mondo orientato in un’unica direzione, imperniato intorno a 
un centro invariabile, verso un mondo diffuso in una pluralità d’interessi e di 
collegamenti, e almeno da un certo tempo in poi ha esercitato un influsso sul- 
l'immaginazione umana. 3 

Il +grafo+ totale, in cui sono esibiti tutti i possibili collegamenti fra i nodi, 
è il nuovo modello. Come nei sistemi centrati, anche qui, ma per motivi diver- 
si, non esiste la scelta. Tutte le strade sono uguali e dunque l’unico compor- 
tamento coerente è l’immobilismo, l’unica strategia di uscita dal labirinto è il 
tentativo, o forse non esiste l’uscita. Il labirinto si dissolve nella completa assen- 
za di forme, ma il deserto è il massimo dei labirinti, come osserva Borges. 

In questo modo il corto circuito fra strutture labirintiche e strutture combi- 
natorie altera l’idea del labirinto e limita le prospettive della combinatoria. 

È bene ricordare che le prime rappresentazioni grafiche del labirinto come 
luogo in cui ad ogni incrocio si aprono diverse possibilità è del xvi secolo. È 
probabile che il pluralismo nelle scelte che in quel tempo prese a rappresentarsi 
in forma di labirinto faccia parte della tendenza rinascimentale verso l’acentri- 
smo intesa come sfida aperta dell’uomo nei confronti della natura. E non a caso 
l'illusione combinatoria riceve la sua più felice rappresentazione quando le in- 
venzioni e le scoperte rinascimentali, inferto il loro colpo alla vecchia metafisica, 
permettono di approdare alla vittoria della scienza sperimentale e della ragione 
sul principio di autorità: all'Accademia di Lagado, nel racconto di Swift, la per- 

sona più ignorante, grazie solo a metodi combinatori, poteva scrivere libri di 
qualsiasi materia, senza alcuna fatica che non fosse puramente fisica. 

Né la *combinatoria+, intesa come complesso di metodi che sono concreta- 
mente applicati in numerose ricerche, né la parte formale con la quale spesso 
entra in relazione, rappresentata dalla teoria dei grafi, erano a questo punto del- 
le discipline costituite. 


Di Combinatoria 


Ma il labirinto mitologico per eccellenza, quello di Cnosso, il più «impal- 

pabile e immaginario», è solo costituito da mura e percorsi. In realtà è senza in- 
croci. È il luogo in cui si materializza il mito dell’iniziazione, della discesa agli 
inferi, della morte e della risurrezione. È una misura della crescita dell’uomo 
della sua abilità e della sua maturità. Quanto di più lontano esiste dalla casualità 
di strade tutte uguali e tutte ugualmente percorribili. 
li labirinto che da Creta si è trasmesso a tutto il mondo, ed è rappresentato 
in vari supporti di varie dimensioni, è un percorso lungo e tortuoso ma che non 
ammette alternative. Dubbi si, perché richiede coraggio. È una figura complessa 
ma unicursale: chi vi entra può solo seguire l’unico corridoio, neppure volgersi 
e tornare indietro, se non nel centro. Come spazio chiuso, delimitato verso P'e- 
sterno, richiede una certa maturità in chi vi entra; come percorso tortuoso in- 
ganna ch lo Nercorré mostrandogli ad ogni istante a portata di mano il centro, e 
ad ogni istantt allogitanandolo; come forma complessa richiede un certo grado 
di adattament ai suoi corridoi. Non c’è alcuna scelta, l’esito è scontato, la mito- 
logia dei labirinti suggerisce che il «libero arbitrio » non fa parte di questo mon- 
do, eppure permette di differenziare una persona dall’altra per mezzo della mo- 
dalità con cui viene percorso il labirinto, Il coraggio che dimostra, la resistenza 
alla fatica fisica (giacché il percorso è lungo), alla fatica psichica (giacché il per- 
corso inganna), la sicurezza con cui percorre il corridoio sono i caratteri che per- 
mettono la distinzione. 

Il labirinto è un luogo chiuso, isolato dal resto del mondo, in cui chi vi en- 
tra affronta da solo una continua prova e quando inverte la marcia, nel centro, è 
passato a una forma superiore di esistenza. 

Anche in questi termini la risoluzione combinatoria del labirinto perde com- 
pletamente significato, poiché c'è un’unica soluzione e le modalità del percorso 
non si possono valutare in termini combinatori: la significazione originaria e mi- 
tica del labirinto nori si lascia interpretare da questi metodi. 

| Il significato che si è andato accumulando e che è confluito nell’idea moderna 
di +labirinto + come intrico di vie e pluralità di scelte riduce il senso della + com- 
binatoria + alla casualità, all’illusione che non occorra scegliere e decidere, pren- 
dere posizione e rischiare per uscire da una situazione intricata. In un caso si 
tratta del mondo della necessità, di azioni rigorosamente determinate, nell’altro 
del mondo dell’attesa inevitabile del caso favorevole. Ma fra caso e necessità si 
svolge una tensione che è all'origine della nascita e dell’evoluzione di ogni si- 
stema vivente, come ha illustrato ampiamente Monod. Allo stesso modo si è ob- 
bligati a riconoscere che la ricerca sistematica di un centro, il perseguire un pro- 
getto che fornisca un’interpretazione «vera» e una conoscenza «assoluta» dei 
fenomeni non viola il principio di oggettività della scienza moderna, se è una ri- 
cerca intesa in senso locale. 

| C'è lo stesso rapporto qui che lega la conservazione dell’ordine al secondo 
principio della termodinamica. Incompatibili in un sistema macroscopico chiu- 
so ma compatibili, si verifica in situazioni elementari, all’interno di una porzio- 
ne del sistema globale. 

Se labirinto e combinatoria sono'ridotti a necessità e caso, si presentano co- 
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me i poli di una contraddizione che non occorre certo cortocircuitare né sepa- 
rare; vincolano la ricerca del centro a un problema locale e la risoluzione del la- 
birinto alla consistenza dei percorsi parziali. La stessa combinatoria ne uscirebbe 
snaturata e vedrebbe i propri metodi ridotti a quello dell’elencazione. 

Abbandonata la significazione originaria del labirinto, un percorso più signi- 
ficativo si svolge in parallelo col processo della razionalità scientifica, quando il 
coraggio e la maturità vengono sostituiti dalla riflessione e dal metodo. Labi- 
rinto assume significato non banale a uno stadio inconscio, irrazionale. Riman- 
da a immagini sfocate e impressioni, richiede il trucco e l’astuzia. Incarna l’in- 
trico dei problemi personali e misura la conoscenza di se stessi, la propria chia- 
rezza interiore. Il labirinto è personale, è una struttura individuale; ciascuno 
risolve il proprio, o almeno l’affronta. All’atto opposto la combinatoria è una 
disciplina scientifica e, come tale, un prodotto sociale, razionale, esplicito nelle 
proprie leggi, con un definito campo di applicazione. La combinatoria ha i suoi 
modelli e le sue teorie: formalizza in +reti+ le situazioni che studia, applica i ri- 
sultati della teoria dei grafi e di altre teorie appositamente sviluppate; calcola 
strutture e possibilità, le organizza in sistemi. 

Naturalmente non si tratta di un «prodotto finito». Come ogni disciplina 
scientifica è sempre in evoluzione e in verifica, ed a differenza di molte di que- 
ste non ha ancora fondamenta solide. In mancanza di assiomi e di fondamenti 
teorici si basa su principî operativi, riceve i propri impulsi direttamente dalla 
pratica e dall’osservazione. Proprio per questo, anziché affermare verità assolu- 
te, tende a segnare il passaggio da osservazioni sperimentali all’organizzazione 
razionale. Assume come metodi anche il tentativo, la prova, e come principio 
la proiezione di dati locali. 

Ben lungi dalla pretesa che in qualche suo passaggio sia contenuta anche 
l’interpretazione, la combinatoria si manifesta ogni volta che occorre scegliere 
e organizzare secondo certe regole gli elementi di un insieme, solitamente finito. 
A un primo livello gli elementi dell’insieme non sono suscettibili di ulteriori 
specificazioni, non interessa la loro natura, ma il loro modo di connettersi e le 
configurazioni cui dànno luogo. Con questa estrema generalità, la combinatoria 
è presente con le sue nozioni fondamentali e i suoi metodi già nel linguaggio cor- 
rente e nelle applicazioni quotidiane. Contribuisce alla comprensione dei fe- 
nomeni (ad esempio con rilevamenti statistici) e allo stesso tempo incide sulla 
realizzazione pratica (si pensi alla progettazione di reti di comunicazione o alla 
formazione e gestione di archivi di dati). 

Le origini dell’analisi combinatoria si rintracciano nell’antico Oriente, dove 
sembra che fosse già nota la formula che esprime il numero di combinazioni di 
oggetti in funzione del coefficiente binomiale ed anche lo sviluppo del binomio 
(oggi detto di Newton) con esponente intero. A scopo di magia venivano studiati 
i «quadrati magici » del terzo ordine, cioè cuei quadrati costituiti dai primi nu- 
meri naturali e tali che la somma secondo le righe, secondo le colonne oppure se- 
condo le diagonali fornisce sempre la stessa costante. 

La nascita cosciente dell’analisi combinatoria come settore della matematica 
moderna risale ai lavori di Pascal e di Fermat che, occupandosi di giochi d’az- 


113 Combinatoria 


zardo, avevano tentato una formalizzazione teorica mediante le combinazioni 
possibili. Mentre i loro lavori ponevano le basi della teoria delle probabilità, allo 
stesso tempo mettevano in risalto i principî definitori dell’analisi combinatoria 
e stabilivano quello che, da allora, è considerato il collegamento consueto fra le 
due materie. 

Nel 1666, la Dissertatio de arte combinatoria di Leibniz inaugurò uno svilup- 
po sistematico dei metodi combinatori e introdusse il termine stesso. È consueto 
ritenere che il lavoro di Leibniz sulla materia e quello di Jakob Bernoulli sui 
fondamenti del calcolo delle probabilità (Ars conjectandi, pubblicato postumo 
nel 17713) abbiano segnato il definitivo affermarsi come disciplina autonoma del- 
l’analisi combinatoria. Al suo sviluppo successivo contribui in maniera sostan- 
ziale Eulero, al quale si deve anche la «riscoperta» moderna della teoria dei gra- 
fi. Da allora il suo sviluppo fu costante, anche se non regolare, oscillante fra 
«ars conjectandi» e «ars combinatoria», in applicazione spesso alla teoria dei 
grafi e in dipendenza da questa suscettibile di arresti e successivi progressi: in 
problemi pratici, come nelle reti elettriche e nella loro teoria a partire dalla se- 
conda metà dell’Ottocento; in problemi teorici, come la ricerca di cicli, la ca- 
ratterizzazione dei grafi planari o lo studio di altre proprietà dei grafi che am- 
mettevano una diretta applicazione a situazioni concrete; in problemi curiosi, 
come quello di Eulero dei trentasei ufficiali da disporre in parata secondo certe 
regole; o in problemi ostinati, come quello famoso dei quattro colori, resistente 
a tutte le dimostrazioni (per lungo tempo), ma trasparenti all’intuizione, almeno 
dopo la loro formulazione. 

D Si tornerà su alcuni di questi problemi in un altro contesto. Quello che 
S intende qui sottolineare è la ripresa d’interesse per la combinatoria negli ulti- 
mi anni, la quale è strettamente legata allo sviluppo della cibernetica e di tutta 
la matematica delle strutture discrete. L’alta velocità di esecuzione e la preci- 
sione del calcolo elettronico permettono di esaminare con successo numerosi 
casi in breve tempo; e viceversa, si rivela che i maggiori problemi del calcolo 
automatico (dalla disposizione dei componenti su una piastra alla ricerca di al- 
goritmi ottimali) utilizzano ampiamente i metodi dell’analisi e della topologia 
combinatoria. 

L'illusione combinatgfia riprende forza con l’aiuto del mito delle macchine 
«pensanti », che distingyono fra le possibili configurazioni quelle favorevoli. Ma 
bisogna anche tener corto fatto che un problema classico come quello dei 
quattro colori è stato risolto preprio con l’aiuto di un calcolatore elettronico. 
L’interpretazione di questo fatto è difficile: dal 19777 si ha la sicurezza che ogni 
mappa è colorabile con quattro colori; alle numerose condizioni restrittive di 
tipo speciale a cui dovrebbe soddisfare una mappa non colorabile con quattro 
colori si è associato un computo combinatorio dei casi rimanenti che ha richie- 
sto numerose ore di elaborazione. Ma non è il risultato in sé che importa, né i 
cartografi, né i matematici che esigono una spiegazione dalle loro dimostrazioni. 
E il metodo che solleva interrogativi di tipo nuovo. 
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2. La soluzione del labirinto. 


Quella del +labirinto+ non è soltanto un’utile metafora, ma anche un test 
effettivo che appartiene alla teoria dei grafi. La teoria dei grafi è stata «scoperta » 
molte volte, e ciascuna in maniera indipendente dalle altre. Ciò testimonia della 
naturalezza con cui molti problemi pratici sono immediatamente tradotti in dia- 
grammi di nodi e di archi che li congiungono. 

Una prima volta fu considerata da Eulero nel xvm secolo, e in seguito, dopo 
che fu risolto il famoso problema dei ponti di Kénigsberg (1736), presto dimen- 
ticata per rinascere un secolo più tardi sotto la spinta dei lavori di Kirchhoff 
sulle reti elettriche e di Cayley sull’enumerazione degli isomeri organici. 

Kirchhoff (1847), allo scopo di scrivere un sistema completo di equazioni 
per la corrente e la tensione in una rete elettrica, la rappresentò in un grafo e 
pensò di trovare in questo grafo gli alberi «scheletrali», per mezzo dei quali era 
possibile distinguere i circuiti linearmente indipendenti. Cayley, partendo dal 
compito di enumerare gli isomeri dei composti organici, giunse rapidamente 
(1874) al problema di enumerare e descrivere gli alberi con assegnate proprietà. 

L’uso del grafo aveva in ogni caso una provenienza dalla pratica. Ciò vale 
sia per i casi citati sia per la risoluzione di giochi e rompicapi, come nel caso 
di Hamilton, il quale brevettò un gioco (1859) che prevedeva la costruzione di 
cammini (da allora detti hamiltoniani) su un grafo. 

Nel xx secolo i problemi relativi ai grafi cominciarono a sorgere non solo in 
applicazione ad altre discipline, ma all’interno della matematica stessa, in al- 
pcebra, topologia, teoria dei numeri. Come si è già detto la problematica si am- 
pliò notevolmente con lo sviluppo del calcolo automatico. I grafi sono utiliz- 
zati per la rappresentazione e la formalizzazione di numerosi problemi sulle 
strutture discrete. All’inizio del secolo risalgono i primi risultati sulla connes- 
sione, la planarità, la simmetria i quali condussero a un ampliamento della pro- 

lematica. La terminologia usata era varia e pittoresca: si parlava di «carte», 
«complessi», « diagrammi», «reti» e «labirinti». Solo dopo l’uscita del primo 
libro sulla teoria dei grafi (K6nig, 1936), il quale riassumeva i risultati prece- 
denti ed apriva una nuova fase di ricerca, si impose su tutti il termine +grafo +. 

Cosi fra i problemi affrontati e risolti si trova direttamente quello di un viag- 
giatore interno a un labirinto. La «soluzione» di questo problema acquista via 
via significati diversi. Al livello più immediato significa uscire tentando tutte le 
possibilità e applicando la massima concentrazione per non entrare in cicli o 
in vicoli ciechi. Ma se il problema è interno alla teoria dei grafi, per la quale il 
labirinto assume una rappresentazione grafica, la soluzione del labirinto consiste 
nel far passare il viaggiatore esattamente due volte (in direzioni opposte) per 
ogni strada, da un arbitrario punto di partenza a un arbitrario punto di arrivo. 

Che una simile soluzione sia possibile è un fatto noto almeno da quando 
(1736) Eulero diede una risposta al problema dei ponti di Kénigsberg: in un 
grafo si possono percorrere tutte le strade una e una sola volta (percorso eule- 
riano) esattamente quando il numero di strade che s’intersecano in ogni incrocio 
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è pari. Nel caso di un labirinto (visto come un grafo connesso) si pensi di rad- 
doppiare le strade, affiancando ad ogni strada un’altra fra gli stessi incroci. Al- 
lora la condizione precedente è soddisfatta e il percorso euleriano che si trova 
fornisce la soluzione del problema del labirinto. 

Ma questa dimostrazione non è costruttiva; garantisce l’esistenza di una so- 

luzione ma non dice niente sul come trovarla. In quanto tale rappresenta poco 
più che una speranza per un viaggiatore disperso nel labirinto. In simili circo- 
stanze si desidera avere a disposizione un algoritmo, qualcosa che permetta di 
pianificare in un numero finito di tentativi il proprio successo, o comunque for- 
nisca una risposta. j 
_ La situazione non è teoricamente diversa (ma lo è di molto nella pratica) se 
il viaggiatore dispone di una mappa del labirinto in cui si trova. In questo caso 
la soluzione altro non è che una pianificazione del proprio percorso, prima che 
il viaggio abbia effettivamente inizio. L’algoritmo fornirà allora una serie di co- 
mandi, risolvendo a priori ogni alternativa. L’applicazione dell’algoritmo viene 
«simulata» sulla mappa, ma in ogni caso, per evitare di cadere in cicli, occorre 
che il viaggiatore intervenga sul labirinto a modificare incroci e corridoi che al- 
trimenti si presentano tutti uguali. Per renderli riconoscibili a una successiva 
Ispezione ricorrerà a segnali che testimonino il suo precedente passaggio in una 
data direzione. Ciò significa che deve disporre della memoria di precedenti espe- 
rienze. È la memoria del proprio passaggio da un dato punto, reale o soltanto 
simulato sulla mappa, che riconduce il labirinto a una struttura finita, laddove a 
un viaggiatore che non riesce ad uscire da un ciclo sembra costituita da infiniti 
incroci e corridoi. Anche nei classici algoritmi risolutivi di Tremaux (1882) e di 
Tarry (189 5) la memoria interviene in modo decisivo (e nella stessa misura). 
__ L'algoritmo risolutivo è costituito come un insieme di regole che assegnano 
il comportamento da tenere in ogni circostanza. La soluzione effettiva prevede 
successive applicazioni, ad ogni incrocio, di questo insieme di regole, e l’algo- 
ritmo totale si fragmenta in una successione di pezzi in qualche maniera tutti 
uguali, poiché affrontano tutti le stesse alternative. 

L'esempio del +labirinto + e della sua risoluzione distingue a questo punto 
una soluzione complessiva centrata, che può essere fornita da un'intelligenza 
esterna dotata di una conoscenza globale e immediata della situazione, in con- 
trapposizione alla soluzione costruita passo per passo dall’interno del labirinto 
sotto la forma di uff algorjtrito, parziale. La soluzione «centrata» è ovviamente 
quella del costruttore o déll’arghitetto del labirinto (una figura che si dà usual- 
mente nella mitologià-dei labirinti). Oppure è quella derivata a un individuo 
interno che utilizzi una dettagtiata mappa dell’intrico di vie e un preciso pro- 
getto di soluzione. A mano a mano che questo fortunato viaggiatore pianifica il 
proprio percorso, la differenza sostanziale con la posizione dell’architetto si ri- 
duce e tende a scomparire. Il vero problema si presenta per quel viaggiatore che 
è dotato solo di una percezione limitata della propria situazione, in quanto può 
vedere solo gli incroci estremi del corridoio in cui si trova, e che riduce la pro- 
pria differenza con l’architetto in un solo momento, quando esce dal labirinto. 

La dialettica +centrato/acentrato +, fra le strutture centrate e quelle acentra- 
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te, riassume un certo numero di ricerche in cui si tenta sistematicamente di so- 
stituire un’unica spiegazione esterna con una pluralità di motivazioni parziali 
collegate fra loro, in accordo con quanto emerge dalla pratica, di calcolo e orga- 
nizzativa, di sistemi troppo complessi per essere trattati come un’unità. 

L'esempio principale di questa situazione è dato da una +rete+* di automi, 
cioè da uno schema di interconnessione fra dispositivi elementari, in grado solo 
di influire ciascuno con quelli ad esso direttamente collegati e ai quali è richiesto 
un dato comportamento globale. Le prime schematizzazioni sono sorte dal ten- 
tativo di formalizzare il comportamento delle reti nervose, e la teoria che ne è 
sorta si esprime direttamente in termini di automi cellulari. 

In questi casi è più corretto parlare di una rete e non solo di un grafo. In 
entrambi i casi è consueto dire che si tratta di oggetti topologici. Ma a livelli 
differenti. 

Nella problematica dei grafi si possono, grosso modo, distinguere due tipi di 
ricerche: quelle di carattere prevalentemente combinatorio e quelle più geo- 
metriche (topologiche). Rientrano nel primo tipo quelle che riguardano la nu- 
merazione e l’elencazione dei grafi che hanno determinate proprietà, o la loro 
costruzione. Nel secondo rientrano le ricerche sulle caratteristiche numeriche. 
Un +grafo + è costituito da nodi ed archi che li collegano. È un oggetto topolo- 
gico nel senso che le proprietà che si studiano non dipendono da quelle defor- 
mazioni che, pur alterando la posizione dei nodi e degli archi, lasciano inalte- 
rata la loro relazione di appartenenza. 

I casi in esame sono tipicamente quelli già menzionati di Eulero e di Hamil- 
ton. Le ricerche riguardano il numero di cicli, di componenti connesse, di quan- 
tità di archi la cui rimozione altera qualitativamente il grafo (ad esempio lo ren- 
de un albero). I problemi sono quelli della disposizione su un piano (o su una 
superficie di genere dato) in modo che due archi non s’intersechino mai al di 
fuori di un nodo, oppure il classico problema della colorazione dei nodi, in 
modo che nodi adiacenti abbiano colori diversi (in maniera equivalente questo 
diventa il problema di colorare una mappa di modo che a regioni confinanti sia- 
no assegnati colori diversi). T'utti problemi che non dipendono dalla particolare 
maniera con cui il grafo viene tracciato per rappresentare una determinata si- 
tuazione, pur di tener conto degli elementi essenziali, che sono i nodi e i loro 
collegamenti. 

Ma una volta che i dati essenziali della situazione sono rappresentati in un 
grafo e le proprietà principali sono studiate, rimane intatta la problematica del 
grafo in quanto supporto di una rete, cioè della rappresentazione di una situa- 
zione in cui localmente (su ogni arco del grafo) è assegnato un dato. 

Nelle varie situazioni in cui concretamente si presenta, sembra che il ter- 
mine ‘rete’, il più polivalente fra quelli che sono qui esaminati, si possa ricon- 
durre utilmente a questa schematizzazione: una rete è un grafo in cui gli archi 
assumono un valore. 

In termini formali, una +rete+ è definita proprio come un +grafo+ orientato 
i cui archi sono «valutati» con un numero reale non negativo che rappresenta la 
«capacità di flusso » lungo l’arco stesso. I problemi tipici sono di carattere estre- 
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male, ad esempio quelli di determinare il «flusso massimo » che può passare lun- 
go gli archi. Ma più in generale il valore associato a un arco può essere, oltre che 
una quantità, una funzione o anche un’informazione. Può essere una costante 
o una variabile, manifestarsi sempre o solo in certe occasioni. Quella che rimane 
invariata è la disposizione a trasformare il grafo (costante) in un grafo variabile, 
nel senso di assumere valori diversi in relazione ad archi diversi. 

È per la rete che propriamente si pongono i problemi di saldatura dei dati 
locali in un unico dato globale. Dati che sono assegnati sul grafo sottostante. È 
una rete il luogo in cui assume significato ogni organizzazione acentrata e che 
attua sistematicamente il principio del confronto con i risultati ottenuti dalle 
organizzazioni centrate e gerarchiche. 

Non importa se la rete tratta informazioni (come nelle reti di automi), cor- 
rente (come nelle reti elettriche) oppure merci (come nelle reti di trasporti). I 
problemi diventano in ogni caso quelli della «sincronizzazione» delle informa- 
zioni per ottenere una configurazione prefissata, o della stabilità dei rifornimenti 
di merci in un dato nodo della rete di trasporti. Oppure sono problemi di com- 
patibilità nella distribuzione o di organizzazione nei servizi che prevedono file 
d’attesa da regolare nel loro flusso. 

La formulazione del viaggiatore nel labirinto si presta cosi a rappresenta- 
re tutta una classe di problemi: ad ogni incrocio si opera una scelta — l’algo- 
ritmo risolutivo deve ottenersi come unione di scelte successive operate in base 
a un (unico) algoritmo locale, valido in ogni incrocio. Come è possibile assegna- 
re questo algoritmo locale in modo che scelte in nodi diversi siano fra loro com- 
patibili e conducano alla desiderata soluzione globale del labirinto? 

In altri termini, e in contesti più generali, lo stesso problema si manifesta 
ogni volta che occorra unire fra loro dei dati parziali ma compatibili in un unico 
dato globale. In geometria diventa il problema di assegnare delle funzioni («se- 
zioni») sugli aperti di uno spazio topologico in modo che coincidano dove sono 
contemporaneamente definite, e di risalire (se è possibile) a un’unica sezione 
globale. Ma è anche il problema di coordinare differenti tattiche, intese come 
regole di comportamento valide in situazioni particolari e il cui grado di com- 
prensione è limitato, in un’unica strategia di comportamento valida per una si- 
tuazione conflittuale estesa. Cosi come è il problema di organizzare le informa- 
zioni locali provenienti da un sistema reticolare di automi e determinare un uni- 
co, complessivo, comportamento globale. 


3. Conclusione. 


Il modello dei sisfemi acentrati si manifesta in numerose occasioni ed è in 
molti casi il pàfadigtna da analizzare e studiare. In questi modelli il punto di 
vista slitta dalla considerazione tradizionale dei fenomeni organizzati in diversi 
livelli di complessità, in cui un salto dall’uno all’altro livello si verifica solamen- 
te sotto determinate condizioni «critiche», a quella dell’evoluzione globale fra- 
zionata e ridotta a operazioni elementari (locali). 
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Se il livello «locale » viene considerato come un individuo, una «scatola ne- 
ra», analizzabile solo nella sua relazione di causa-effetto ma non nel suo funzio- 
namento interno, allora lo studio si può ricondurre a quello filosofico tradizio- 
nale che connette l’individuo (indivisibile) a una popolazione d’individui che 
interagiscono: ossia, con termini più consueti, diventa la coppia «elemento/ 
sistema». 

Se invece il livello locale conserva una propria autonomia, ad esempio pre- 
supponendo una teoria dell’elemento individuale, allora questa teoria garantisce 
una sorta di centro attorno al quale far ruotare le considerazioni, le cui molte- 
plicità e varietà di connessione spiegano il modello (acentrato) globale. 

Ma i modelli acentrati, originati dalla problematica dei sistemi complessi 
(come quello nervoso) e dalle insoddisfazioni delle spiegazioni globali, lasciano 
intatti numerosi problemi di adattabilità. Il loro sviluppo è ancora un problema 
completamente aperto. [R.B.]. 
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Questo articolo si propone di fornire una introduzione alla problematica del- 
le organizzazioni acentrate e alla loro teoria. 

Nata dal convergere di un certo numero di ricerche (all’inizio soprattutto 
americane) e in particolare dai lavori di Neumann sugli automi cellulari, la 
teoria delle organizzazioni acentrate sembra, a prima vista, rientrare nell’am- 
bito di quella pratica teorica, di calcolo e anche tecnologica, costituita dalla 
simulazione di sistemi complessi. Di fatto, però, il momento della sua emergen- 
za coincide con quello di uno slittamento epistemologico e di una generale 
rimessa in questione delle nozioni di strutture centrate e/o gerarchiche. Ciò 
fa si che la spiegazione delle proprietà strutturali e funzionali dei sistemi acen- 
trati, oltre al suo valore modellizzatore intrinseco, possieda un notevole va- 
lore euristico e metaforico. In particolare essa introduce un paradigma privi- 
legiato e decisorio (probatorio) per un discorso nuovo sulla struttura sociale. 

Il problema centrale che sta alla base dell’acentrismo si può porre nel modo 
seguente: in che misura un sistema, le cui componenti agiscono solo in funzione 
di una informazione locale, è capace di performances globali? L’esempio tipico 
di un sistema del genere è il cervello. 


1. Un esempio. 


Si consideri una scacchiera sulla quale si segnano a caso alcune caselle, 
ad esempio con la lettera N iniziale della parola ‘nero’. Ci si ponga ora il pro- 
blema di raggruppare tutte le caselle N sulla scacchiera, il più in alto ed a 
sinistra possibile, come nella figura 1. Vi sono evidentemente più soluzioni di 
questo problema: 


a) Stato iniziale. b) Stato finale. 


Figura 1. 


Il problema di raggruppare tutte le caselle N il più in alto e a sinistra possibile. 
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La prima è essenzialmente gerarchica. Essa fa intervenire una intelligenza 
esterna in possesso di una consapevolezza globale della situazione. È questa la 
soluzione che -ha appena eseguito il lettore. 

La seconda, anch’essa gerarchica, considera le componenti (in questo caso 
le caselle) come individui in possesso ciascuno di una consapevolezza globale 
della situazione, in grado cioè di determinare la propria posizione sulla scac- 
chiera. Un semplice protocollo che impedisca a più individui segnati con N di 
occupare lo stesso posto permette quindi di raggiungere lo stato finale. 

La terza soluzione è propriamente acentrata ed è quella di cui si tratterà 
in questa sede. Essa consiste nel localizzare sia l'intelligenza dei componenti 
sia l'informazione di cui essi possono disporre. Più precisamente, si conside- 
rerà ciascuna casella come un automa finito (intelligenza locale) il cui ingresso 
(input) è costituito dagli stati degli automi «vicini ». Il problema consiste nel 
sapere se è possibile trovare delle istruzioni che permettano a questi automi 
«miopi » di realizzare, in un numero finito di passi, la configurazione globale 
che costituisce lo stato finale. 


Richiamo. Un automa finito o macchina sequenziale è un sistema di istru- 
zioni in grado di programmare in tempo discreto la trasformazione di un si- 
stema di dati in ingresso (input) in dati in uscita (output): 


input —— [e] —* output 


Esso si compone di tre insiemi: l’insieme X degli input, l’insieme Y degli 
output e l’insieme O degli stati interni; e di due funzioni: la funzione di 
transizione (next-state function) D: Ox X+0 che programma la trasformazio- 
ne degli stati in funzione degli input (se nello stato ge Q, @ riceve l’input 
xe X, si mette per il passaggio successivo nello stato D (9, x)c Q), e la funzio- 
ne di uscita (output function) è: Ox X-+Y che programma l’uscita in fun- 
zione dell’entrata e dello stato interno (se nello stato interno ge O, @ riceve 
l'input xe X, segna l'output è(g, x)e Y). 

Un automa cellulare di dimensione 2 è costituito da una scacchiera di cellule 
(con il riferimento dato per esempio in modo che ogni cellula sia individuata 
da un punto del piano a coordinate intere), ogni cellula c essendo costituita 
da un esemplare @, di un automa finito standard @. Ogni automa Q, è col- 
legato ai suoi «vicini», la definizione dei quali può variare ma che in ge- 
nerale sono gli automi che occupano le quattro cellule adiacenti a c (se c è 
dato dal punto di coordinate intere (u, v), queste quattro cellule adiacenti hanno 
coordinate rispettivamente (u, +1), (u+1,%), (u,v—1), (u—1, v)) (fig. 2). 
Attraverso questo sistema di connessioni, la scacchiera viene trasformata in 
una rete di automi, rete dove l’ingresso di @, è costituito dagli stati interni 
dei quattro automi adiacenti. La funzione di transizione è dunque in questo 
caso una funzione D: 04x 0+0. Quanto alla funzione di uscita essa s’identi- 
fica con la funzione di transizione. 
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Figura 2. 


Automa cellulare di dimensione 2. Le caselle contrassegnate con una croce sono 
occupate dai quattro vicini dell’automa @,. 


Un automa cellulare siffatto può d’altro canto essere esso stesso considerato 
come un automa (non-finito) i cui input sono dei patterns, cioè delle configu- 
razioni geometriche di cellule (come il quadrato 6x6 del nostro esempio). 
È sufficiente a questo scopo porre le cellule esterne alla configurazione d’in- 
gresso in uno stato particolare detto stato morto, che ha la proprietà d’essere in- 
variabile nel corso del tempo. Soggetto ad un input di questo genere, l’automa 
cellulare si trasforma, uno stadio dopo l’altro, a partire dallo stato iniziale, 
finché due stati consecutivi siano identici. Si dirà allora che questo stato finale 
stazionario è l’output dell’automa cellulare. 


Torniamo ora al nostro problema. S’intende proporre una soluzione acen- 
trata informale (cioè espressa in lingua naturale), soluzione dovuta a Rao Ko- 
saraju [1977]. Anzitutto si tracci sul nostro pattern 6x6 una freccia da de- 
stra a sinistra per le righe di ordine dispari e da sinistra verso destra per 
quelle di ordine pari. Una simile operazione può essere compiuta, in modo 
miope, dagli automi che occupano le cellule, in base alle seguenti istruzioni: 


I) anzitutto supponiamo che ogni automa abbia etichettato i propri quattro 
vicini con Nord, Sud, Est, Ovest rispettando una coerenza globale, 
ottenibile per gradi per confronto; 

2) se il vicino Nord è nello stato morto (automa della prima riga), consi- 
derare il verso da destra a sinistra; 

3) se il vicino Nord è in uno stato non-morto, considerare il verso opposto 
al suo. 


Una volta attribuiti questi versi di percorrenza, introduciamo le transizioni 
seguenti per un automa (î, segnato N: 
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1) se il vicino Nord G; è nello stato B (bianco o non-segnato), @; diventa 
N e G, diventa B; 

2) se il vicino Nord @; è nello stato segnato N, lo stato N di @, si sposta 
lungo il verso indicato dalla propria riga, se il vicino laterale relativo 
(Ovest per il verso destra-sinistra, Est per quello opposto) è nello stato 
non-segnato B; 

3) se l’una o l’altra di queste istruzioni non sono realizzabili, perché i vicini 
Nord e laterale sono tutti e due N, oppure morti, oppure ancora uno 
N e l’altro morto, @, rimane nello stato N; 

4) se una cellula B può prendere lo stato N contemporaneamente sia lungo 
una colonna sia lungo una riga, è la colonna ad avere la priorità. 


Gli schemi della figura 3 mostrano come queste istruzioni permettano di ri- 
solvere in modo acentrato, in nove unità di tempo, il nostro problema di rag- 
gruppare i simboli N. 

Riassumendo, una rete di automi ha la funzione di /ocalizzare determinate 
procedure. Si compone di intelligenze standard elementari adattate ad un certo 
problema, «intelligenze » che funzionano tutte in parallelo fino a elaborare uno 
stato stazionario «risolvente » il problema dato. 

L’esempio che è stato appena tracciato è troppo banale per lasciar intrav- 
vedere fino a quale punto l’acentrismo sia importante nella costruzione di mo- 
delli dei sistemi ed in particolare dei sistemi biologici e dei sistemi percetti- 
vi. A proposito di questi ultimi, si può leggere l’interessante ed ormai classica 
opera di Minsky e Papert Perceptrons [1969]. Ma, come abbiamo già notato, 
l'esempio più rilevante di sistema acentrato è il sistema nervoso centrale, il 
funzionamento e le proprietà funzionali del quale (in particolare la memoria) 
rimangono ancora molto al di là di una rappresentazione appena un po’ fedele 
[cfr. Rose 1973]. È del resto a partire da una precisa riflessione intorno al si- 
stema nervoso centrale, considerato come rete, che Neumann, Rosenblatt, Mac- 
Culloch e altri hanno fondato la teoria degli automi cellulari. 

Ma l’acentrismo supera di fatto senz’altro questi modelli, per quanto ela- 
borati siano. Infatti esso ricopre una nozione strategica che struttura attual- 
mente una certa posizione discorsiva critica all’interno del dibattito contempo- 
raneo. Per la sua estrema capacità metaforica e malgrado gli attriti e le molte- 
plici derive ideologiche che determina, esso si trova innalzato al rango di au- 
tentico paradigma. È ad esempio questo paradigma che determina l’isotopia 
maggiore della teoria del potere di un Michel Foucault. Ma per affrontare 
questo paradigma, è necessario ritornare brevemente al concetto di centro. 


2. Critica della ragion radiale. 
La nozione di acentrismo contribuisce alla de-limitazione di ciò che si può 


considerare una delle radici (radice ormai «calcinata », direbbe Foucault) del- 
la tradizione occidentale. Tradizione dell’onnicosciente, dell’identico, del pro- 
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Figura 3. 
Soluzione acentrata per il problema del raggruppamento del- 
le N. Lo stato Sg, stazionario, è lo stato finale. i 
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prio, dell’univoco, dello scopribile e dello scoperto, del classificabile e del clas- 
sificato, dell’ordinabile e dell’ordinato, del gerarchico, del globale, del norma- 
to, in breve, del centrato [cfr. Benoist 1975]. Nella strategia teorica odierna 
si riscontra l’avvento del non-onnicosciente, dell’equivoco, del disseminato, 
del parziale, del locale, del marginale, del decentrato, dell’ex-centrico, del- 
l’acentrato. 

Una tale de-limitazione urta contro un ostacolo considerevole nella misura 
in cui il nostro linguaggio è totalmente infiltrato, e perfino saturato dalla nebu- 
losa semantica del centro. Questa non si riduce ad un insieme organizzato di 
termini. Essa opera attraverso sedimentazioni e/o sovradeterminazioni diverse; 
essa deriva, diffonde, si eclissa e si riscopre a volte essa stessa. (Come evita- 
re per esempio di dire che la problematica dell’acentrismo sta diventando uno 
dei poli della riflessione contemporanea?) È dunque per un gioco metaforico 
inerente alla lingua che la ragione del centro delimita la propria area. E questo 
gioco è di una tale pregnanza che la nozione di centralità si è imposta alla 
$éta come correlato necessario della nozione generale di sistema e di organiz- 
zazione. Effetto di ipostasi, le cui implicazioni sono veramente disastrose. Di 
qui il problema. 

Si «sa» che il cerchio (o la sfera) è gravido di essenze ideali. Cosi scrive per 
esempio Poulet [1961]: la forma del cerchio è «la più costante tra quelle per 
mezzo delle quali riusciamo a rappresentarci il luogo mentale o reale in cui ci 
troviamo e a collocarvi quello che ci circonda o quello di cui ci circondiamo. 
Semplicità, perfezione, applicazione continua e universale ne fanno la prima 
di quelle forme privilegiate che si ritrovano in fondo a tutte le fedi e che 
servono da principio di struttura a tutti gli spiriti» (trad. it. p. g). Come st 
gnificante geometrico (altri direbbero forse come archetipo) questa figura ha in 
effetti sostanzialmente influenzato le dottrine teologiche, cosmologiche, psico- 
logiche, utopistiche, perfino urbanistiche. E ciò fa si che ogni variazione nella 
sua interpretazione e/o nella sua inscrizione sia sintomo di profonde trasforma- 
zioni. (La sua disgrazia a favore della forma ellittica è caratteristica ad esem- 
pio dell’età barocca [cfr. Sarduy 1975]). 

Ci si potrà dunque chiedere che cosa di questo significante - investito di 
significati trascendenti — faccia una metafora, addirittura una metafora origi- 
naria; come venga cioè a svolgere un ruolo strutturante. 

In quanto canonizzazione dell’unità, della regolarità e della stabilità, la fi- 
gura ideale del cerchio deve i propri privilegi alle sue proprietà formali e anzi- 
tutto alla sua simmetria. Ma la sua Idea, pietrificata dalla tradizione, si è tro- 
vata totalmente sovvertita e trasformata nel medioevo, attraverso un lavoro al 
suo interno dell’in-nominabile, cioè dell’infinito. Lavoro di genere più sottile 
di quanto non possa apparire, giacché questo sovvertimento e questa trasforma- 
zione si sono realizzati nei modi non certo del rigetto, ma di una rivelazione 
progressiva di certi aspetti formali. 

Deus est sphaera cujus centrum ubique, circumferentia nusquam ‘Dio è una sfera 
che ha il centro dovunque e la circonferenza in nessun luogo’. In questa for- 
mula fondamentale (che appare per la prima volta in un manoscritto pseudo- 
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ermetico del xx secolo, il Liber XXIV Philosophorum), la sfera non funziona più 
come simbolo di un trascendente, ma già come ciò che Deleuze chiamerebbe 
« diagramma d’un’immanenza », cioè come rappresentante di quella paradossale 
operazione per cui il trascendente, puro motore delle altezze celesti e garante as- 
soluto della gerarchia, non sussiste se non attraverso la disseminazione nell’infi- 
ma componente degli esseri del significante formale di cui esso è metafora. 

È ciò che in certa misura anticipa san Bonaventura: «Poiché Dio è eterno 
e assolutamente attuale, abbraccia e compenetra tutte le porzioni di tempo, quasi 
esistendo simultaneamente in tutti i loro momenti come loro centro e circonfe- 
renza. Poiché è infinitamente semplice e infinitamente grande, si trova, in tut- 
ta la sua completezza, all’interno e all’esterno di tutto; ed è per questo che è 
una sfera intelligibile che ha il centro dovunque e la circonferenza in nessun luo- 
go » [Itinerarium mentis ad Deum, v, 8}. E ancora: «Nessuno propugna questa 
dottrina con maggiore insistenza di Maestro Eckhart, nelle cui opere le due 
celebri definizioni di Dio come monade e sfera sono costantemente rappor- 
tate l’una all’altra per significare che in ogni momento e in ogni luogo Dio si 
costituisce come centro di tutti i momenti e di tutti i luoghi» [Poulet 1961, 
trad. it. p. 17]. Evidentemente non si tratta di verbalismo inconsistente o di 
immagini approssimative. La trasformazione di un simbolo trascendente nella 
traccia di un’immanenza si accompagna di fatto a uno spostamento specifico 
degli aspetti formali desunti dal significante geometrico in causa: l'accento si 
porta di conseguenza sulla struttura radiale, e ciò per la ragione seguente. 

Data una configurazione radiale, si può considerare ciò che si chiama il 
germe all'origine di questa configurazione, cioè la sua struttura in un intorno 
«infinitesimale » dell’origine (fig. 4). (Affinché la metafora funzioni, è neces- 
sario «discretizzare » i raggi per «singolarizzare » il centro. Altrimenti, siccome 
i raggi esaurirebbero tutto il piano, il centro non sarebbe più «fenomenologi- 
camente » distinguibile. Sottolineiamo a questo proposito che se si «stabilizza » 
una tale situazione eminentemente instabile (di un’infinità di rette concorrenti) 
spostando un poco ogni retta in modo aleatorio, si ottiene come inviluppo di 
questa infinità di rette una ipocicloide tricuspidata che si deve concepire come 
una sorta di «espansione » del punto centrale, come una sorta di «punto gon- 
fiato », per usare un’espressione di Leibniz). Il germe è costituito dal centro 
(origine) dotato in più di una struttura «infinitesimale », struttura locale la qua- 


Figura 4. 
Germe all’origine di una configurazione radiale. 
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le indica che questo centro non si riduce ad un punto geometrico. Questo ap- 
proccio «infinitesimale » si trova anticipato in Proclo («Nella sua interezza 
il cerchio è centralmente presente nel centro; poiché il centro è la causa, e il 
cerchio è ciò che viene causato da esso » [citato in Poulet 1961, trad. it. p. 36]), 
confermato da Damascio («Il centro contiene contemporaneamente tutti i suoi 
raggi, ma anteriormente alla loro separazione » [ibid.]), canonizzato da Dionigi 
Areopagita («Nel centro tutte le linee di uno stesso cerchio diventano un’uni- 
ca cosa; questo punto ha in sé tutte queste linee confuse e unite non soltanto 
le une con le altre, ma anche con l’unico punto di partenza da cui emanano » 
[De divinis nominibus, v, 6]). 

Ma una struttura radiale gode della proprietà caratteristica di essere in- 
variante per omotetia. Vale a dire che in qualche misura essa è «simile» al 
proprio germe e che dunque la sua struttura globale:non fa che espandere, in 
una perfetta «identità », la sua struttura locale. A causa di questa proprietà, 
la figura del centro si è storicamente inscritta come notevole significante della 
semplicità non estensiva della monade. Relativizzata dapprima ad ogni luogo 
e ad ogni momento, ciascun momento e ciascun luogo divenendo, secondo 
l’espressione di Henry More, «reiterazione*del centro divino », questa impronta 
metafisica — prima di sprofondare nel sovraccarico immaginario di improbabili 
equivalenze mistiche, cosmiche, erotiche — è destinata a subire molteplici spo- 
stamenti, il principale dei quali è quello della sua realizzazione in punto di vista 
nel Rinascimento. Questo spostamento caratterizzerà. l’umanesimo. «Passando 
attraverso le età, il grande emblema del centro e della sfera ha cambiato senso 
in maniera singolare. Ormai non si applica più esclusivamente a Dio, ma anche 
all'uomo. È l’uomo che, pari a Dio, scopre di essere centro e sfera infinita. Più 
ancora è ogni momento, ogni luogo in cui si trova l’uomo che si costituisce 
come il centro sempre nuovo di questa infinita sfericità, perché ogni luogo 
ed ogni momento offrono all'uomo un nuovo punto di vista. Mettendocisi, 
egli scopre ogni volta attorno a sé un universo non meno infinito di quello 
veduto dal luogo vicino o nel momento precedente. In conclusione, dal mo- 
mento che il mondo è composto di una infinità di luoghi e di momenti, la co- 
scienza umana viene a conoscenza in ogni luogo e in ogni momento di una 
infinità di mondi, tutti infiniti. Questa è la ricchezza che il pensiero relativista 
scopre nel cosmo. Ad esso questa ricchezza appare come la manifestazione del- 
l’Essere divino. Ma basta che la figura di Dio, come accadrà un secolo più 
tardi, si riduca all'orizzonte del pensiero e che la varietà del mondo appaia 
in se stessa, priva di ogni significato teologico, perché il simbolo del centro e 
della sfera si riduca a un semplice schema prospettico. Nel diciottesimo secolo 
l’uomo non abbraccerà più con lo sguardo la sfera di Dio, ma la sfera delle 
conoscenze scientifiche. L'enciclia divina diverrà una semplice enciclopedia » 
[Poulet 1961, trad. it. pp. 27-28]. 

Questo trapasso supposto dall’enciclia all’enciclopedia si sarebbe dunque 
svolto in tre tempi: 1) il cerchio come Idea, come rappresentazione dell’Uno- 
Tutto trascendente la differenza; 2) il sovvertimento specifico e la dissemina- 
zione dell’antico significante attraverso il riporto sul punto geometrico dell’im- 
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pronta del centro; 3) l'appropriazione e fissazione come metafora del soggetto 
(punto di vista) dell’effetto di senso cosi prodotto. 

L’immagine del centro, derivata dall’Uno per divenire emblema, l'emblema 
del dominio del soggetto e della sua puntualità geometrale, è palesemente il 
residuo di una seduzione. Quella dello sguardo dell’Altro (l’Altro, tesoro di 
significanti e garante della verità, nel senso di Lacan). Ciò fa supporre che il 
fascino che esercita la sua immagine non derivi dalla sua «perfezione » formale, 
ma ben piuttosto da una funzione implicita alla pulsione scopica. Come se que- 
sto significante geometrico un po’ troppo puro, un po’ troppo trasparente, gio- 
casse di fatto come la negazione dell’opacità del desiderio. 

La Ragione del Centro è anche un episodio dell’Histoire de VUE. 

Come significante, dunque, della semplicità non estensiva della monade, 
il centro «intensivo » resta un elemento formale isolato che, malgrado il sogno 
leibniziano [cfr. Serres 1968], non possiede risorse sufficienti a sviluppare una 
combinatoria e un calcolo. È perché la sua capacità simbolica è stata eclis- 
sata dall’avvento della scienza e si è arenata come il relitto di un rapporto con 
l’intelligibile che è diventato opaco per noi. Ma è tuttavia un’altra la ragione 
dell’eccezionale pregnanza del cerchio come forma: esso fornisce l’immagine 
di uno schema minimale di organizzazione (fig. 5). 


Figura 5. 
Schema minimale di organizzazione. Centro: organo di decisione. Periferia: subor- 
dinati indiscernibili. Raggi: canali di comunicazione. 
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Struttura gerarchica a due livelli. 


In questo senso si tratta di fatto della realizzazione geometrica di un grafo, 
cosa questa che rende di colpo non pertinenti le questioni speculative poc'anzi 
evocate. Questo tipo arci-elementare di struttura discreta è passibile di una 
interpretazione sistemica che, pur variando e divenendo indefinitamente più 
complessa, opera singolarmente nella rappresentazione. Si può porre a questo 
proposito la domanda seguente: quale tipo di rapporto instaura questo schema 
- secondo il quale il fatto di organizzazione è concepito minimalmente - 
con la nozione di livello gerarchico? Si può constatare una certa equivalenza 
tra il fatto che questo schema si ripeta «identico » a se stesso di livello in livello 
ed il fatto che questi livelli siano gerarchizzati (fig. 6). 

Questa constatazione ingenua permette di avanzare l’ipotesi che la fede nella 
gerarchia intesa come condizione necessaria di regolazione e di autoriproduzione 
di un sistema complesso, è un effetto immaginario e ideologico di quella azione 
residua dell’analogia che è il vincolo d’invarianza tra i livelli di uno schema 
di organizzazione. Le strutture gerarchiche, ripartendo i rapporti apparenti di 


Centrato/acentrato 904 


potere nelle molteplicità umane, non sarebbero che l'ossatura di una funzione 
reale del potere, la regolazione e la capacità di autoriproduzione del quale pro- 
cederebbero secondo tutt’altri meccanismi. In tal modo esse rivelerebbero il 
supposto che assicura la concezione del potere come disconoscenza, discono- 
scenza della disseminazione non totalizzabile di una funzione di potere im- 
manente nell’ambito sociale. È almeno la tesi che sostiene Michel Foucault 
nel suo libro Surveiller et punir [19775], in particolare a proposito dell’analisi del 
Panopticon di Jeremy Bentham. 

Macchina del delirio razionale utilitarista, il Panopticon è il significante ar- 
chitetturale del super-vedere. Esso rivela e inscrive la verità repressiva del mec- 
canismo ottico del cerchio, di questo emblema seduttore residuo dello sguardo 
dell'Altro. Ricordiamo il dispositivo. Una periferia composta di cellule, una 
torre centrale dalla quale il sorvegliante può vedere senza essere visto. Non 
si tratta necessariamente di un cerchio, ma la configurazione deve essere ra- 
diale: «Non è essenziale che la forma dell’edificio sia circolare, tuttavia ‘tra 
tutte le figure... è l’unica che assicura una visione perfetta, ed uguale, di 
un numero indefinito di alloggi di uguali dimensioni”. Il pregio della confi- 
gurazione circolare consiste nel fatto che permette, in un’area già resa omo- 
genea dalla luce, delle partizioni identiche. Il solo punto distinguibile, l’unico 
“punto singolare”, è il centro. Evidenza di una misura comune e di una ecce- 
zione, che piega ognuno sotto il suo dominio » [Miller 1975, pp. 4-5]. Non si 
tratta nemmeno necessariamente di prigione. Scuole, fabbriche, asili, ospedali, 
laboratori, caserme, «ogni spazio definito di sorveglianza e di controllo » sono 
suscettibili di regolazione tramite il dispositivo: «Il Panopticon non è una pri- 
gione. È un principio generale di costruzione, il dispositivo polivalente della 
sorveglianza, la macchina ottica universale delle concentrazioni umane » [ibz4., 
p. 4]. 

«Cos'è questo ‘“panoptismo”? Non è una teoria, neanche un modello, pro- 
priamente parlando. È una macchina, che funziona, ma una macchina di tipo 
molto speciale. Essa si definisce con una semplice funzione, indipendentemente 
dalle configurazioni sensibili e dalle forme categoriche nelle quali questa fun- 
zione si realizza. La funzione è vedere senza essere visti. Essa si definisce con 
una pura materia, indipendentemente dalle sostanze specifiche nelle quali 
questa materia entra (sostanza delinquenziale, ospedaliera, scolastica, lavora- 
tiva, militare, ecc.). La materia è qualsivoglia ‘‘umana molteplicità” da rende- 
re numerabile e controllabile. Una macchina cosi possiamo chiamarla macchi- 
na astratta. Non nel senso che sia essa stessa astratta, ideale e separata: al con- 
trario essa funziona perfettamente, e dappertutto. Ma, definita come pura fun- 
zione e pura materia, fa essa stessa astrazione dalle forme nelle quali queste 
funzioni si realizzano come dalle sostanze in cui queste materie si specificano. 
Non è un modello che possa applicarsi. È un ‘‘diagramma’’, dice Foucault. “È il 
diagramma di un meccanismo di potere... [con un] funzionamento che fa astra- 
zione da ogni ostacolo, resistenza o attrito... e che va considerato indipendente- 
mente da ogni utilizzazione specifica” [Foucault 1975, p. 207]. Niente a che ve- 
dere con un’Idea trascendente, né con una sovrastruttura ideologica, giacché ogni 
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enunciazione lo suppone. E nemmeno niente a che vedere con una infrastruttura 
economica, già qualificata nella sua sostanza e definita nella sua forma e nel suo 
uso. Non si tratta certo di attribuire al diagramma un ruolo analogo a quello 
attribuito dai marxisti all'economia: vi è là una distribuzione completamente 
nuova, che ci rimanda alla concezione del potere e dei suoi rapporti con l’in- 
sieme dell’area sociale. 

«Ciò che conta in primo luogo è l’immanenza del diagramma» [Deleuze 
1975, p. 1217]. 

Incarnazione legislatrice e ricaduta pragmatica dell’ideale, la macchina ben- 
thamiana non è un’utopia. È un’impalcatura, il tocco architetturale di un si- 
stema che si regge: 


— su una demagogia, quella della teatrale messa in scena del controllo e 
della sorveglianza; 

— su un fantasma, quello del tutto vedere; 

— su una ideologia, quella dell’utilitarismo e della relativa filantropia: il 
maggior bene del maggior numero; 

— su una strategia, quella del controllo esaustivo delle identità, quella per 
cui il panoptismo raggiunge il sinoptismo. «I grandi sistemi nomencla- 
tivi, che estendono le loro esaurienti ramificazioni, sono le prigioni del 
linguaggio. È lo stesso ideale di dominio ad ispirare la teoria penitenzia- 
ria e la teoria logica di Bentham. Classificazione degli uomini, classifi- 
cazione delle parole; uno stesso occhio le domina. Gli uomini, le parole 
— si tratta di bloccarne le fluttuazioni, di inquadrarne ogni spostamen- 
to, di fissarle una volta per tutte in un posto o almeno di non perderle 
mai di vista nei loro movimenti, di bloccarle. Prima di essere liberale, — 
lo si vede bene — l’utilitarista è dispotico... Per l’utilitarista, il discorso 
e il reale sono reversibili, senza residui» [Miller 1975, p. 19]; 

— su un principio, quello della sofferenza/piacere, principio che sfocia 
in un calcolo. «Il calcolo dei piaceri... è il postulato necessario alla ra- 
zionalizzazione della politica. È lo strumento del giudice, non dello 
psicologo. E il simbolo di una giustizia perfetta, in grado di misurare dan- 
ni e riparazioni... Ciò che nell'uomo benthamiano è originario, è l’as- 
soggettamento. Il calcolo dei piaceri commenta un unico enunciato: l’uo- 
mo è sottomesso; è governabile; egli è, per natura, snaturabile per mez- 
zo della sensibilità; è sufficiente, per governarlo, tenere in pugno le 
leve che muovono i suoi impulsi; ricercando il piacere, fuggendo il do- 
lore, egli è una macchina elementare affidata dalla Natura al potere dei 
dispensatori di felicità » [idid., p. 29]. 


Espressione sociale dell'identità del reale e del razionale, il diagramma 
benthamiano ha dunque lo scopo dichiarato di sottomettere a questa regola 
il reale politico-economico. Ciò sulla base di uno sradicamento pregiudiziale, 
quello del desiderio, desiderio che si tratta, per cosi dire, di rendere «nulli- 
voco ». Con Bentham, il giuridico sistema senza residui lo spazio aperto dal- 
l'assioma per cui l’assoggettamento dell’uomo simbolico non urta contro alcun 
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ostacolo trascendente ed è dunque manipolabile ed operabile a piacere dal legi- 
slatore. Se infatti l’uomo è governabile, è perché non esiste, non può esistere 
un contratto originario, né un diritto naturale [Bentham 1787]. 

Da Platone a Bentham dunque, attraverso la teologia e la gnosi, la prospet- 
tiva rinascimentale ed il razionalismo leibniziano, la figura ideale del cerchio, 
come ogni schema formale al quale sia stato assoggettato un reale senza costituirne 
l’oggettiva esigenza, aderisce in fondo al dispotismo. Ma si avrebbe torto nel 
credere chiusa l’epoca di tali operazioni. La figura del cerchio e quella, affe- 
rente, dell’albero continuano a dirigere in larga misura le rappresentazioni so- 
ciali attraverso le evidenze fallaci che hanno per funzione di oggettivare ciò che 
è solo una serie di suddivisioni categoriche. 

È tutto l'ambito di questa ragione radiale e gerarchica che va sottoposto 
ad una de-costruzione. A ciò può essere utile la teoria delle organizzazioni 
acentrate, cioè delle reti di automi. 


3. Sincronizzazione di una rete di automi. 


Procediamo dunque ad una esposizione succinta delle reti di automi, reti in 
cui le operazioni si effettuano con un forte parallelismo ed a partire da infor- 
mazioni esclusivamente locali. Seguiremo perciò due vie. Innanzitutto si trat- 
terà di dimostrare come tali organizzazioni acentrate sono in grado di rea- 
lizzare prestazioni globali. L'esempio sarà quello relativo alla sincronizzazione 
miope di una rete. S’introdurrà poi ai sistemi detti di Lindenmayer che svilup- 
pano una teoria sintattica di derivazioni in parallelo. Questi sistemi sono utili 
per costituire un modello dei processi di sviluppo ed in particolare di quelli 
di differenziazione e di morfogenesi. 

L’idea di rete di automi è abbastanza naturale. Essa consiste nel consi- 
derare un grafo come l’infrastruttura di una rete di comunicazione tra automi 
tutti uguali posti nei suoi vertici. Più precisamente, sia G=(X,%U) un grafo 
non orientato con insieme di vertici X e con insieme di spigoli U (cfr. fig. 7). 
Sia d la valenza massimale dei vertici di G e consideriamo degli automi finiti 
(@, tutti uguali, aventi d «zampe », che siano collegate secondo gli spigoli di G. 
Essendo gli automi identici, ne numeriamo le zampe da 1 a d e se xeX e 
ref1,2,...,d}=(d), indichiamo con (x, r) la r-esima zampa dell’automa @,, 
posto nel vertice x di G. La connessione delle zampe si esprime con una in- 
voluzione (cioè una applicazione il cui quadrato è l’identità) f: Xx(d)>X x (d), 
involuzione nella quale i punti fissi sono per definizione le zampe morte (o non 
connesse). Se dunque f(x, 7)= (y, 5), essendo f involutiva, f(y, s)= (x, 7). Se 
(x, 7)=(y, 5), la zampa (x, 7) è morta per definizione, e se (x,7)3(y, s), le 
zampe (x, 7) e (y, s) sono connesse secondo uno spigolo di G di estremi x e y. 
Lo stato di un automa (@ è costituito dalle d-uple degli stati delle sue zampe. 
Il suo insieme di stati è dunque ,S%, ovvero .S è l’insieme finito degli stati di una 
zampa. Si introduce uno stato morto (indicato con ©) per le zampe morte. 
Questo stato è invariante nel tempo. Essendo il tempo discreto per ipotesi, si 
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Sf, r)= (up) 
S&, 73) = (0%) 
F(6,73)= (9,51) 
f(8,7,)= (8,1) 
(9, 52) = (0,43) 

2 I, 53) = (4,P3) 
S(9 53) = (2,13) 
F(£, ts) = (2,13) (morta) 
F(8, t4) = (2,t3) (morta) 
F(u,d») = (0,91) 
F(U,pa)= (4, pa) (morta) 
Î(0, 94) = (0,43) (morta) 


Figura 7. 
Rete di cinque automi a quattro «zampe». 


noterà e‘,,, € S lo stato della zampa (x, r) alla t-esima unità di tempo. L’input 
di un automa, poi, è costituito dagli stati delle zampe ad esso connesse. Se dun- 
que f(x, r)=(y, s) e (x, r)4(y, 5), e4,,; rappresenta l’input della zampa (x, r) al 
tempo #. La funzione di transizione ® è dunque un’applicazione ®: 4 x 64 64 


la quale associa allo stato {e{,.1, ..., 4} e all’input {el ««, fa,d} 10 stato 
{ezt1, .... 3}. Si noterà poi con (@, G) una rete di automi @ e di grafo G. 


Sia allora 9 un «problema» di grafi. Si dirà che P è calcolabile da automi 
finiti per i grafi G' di valenza inferiore a d, se è possibile trovare un automa @ 
di valenza 4, un insieme di stati S ed una funzione di transizione ®, tutte e tre 
indipendenti da G e tali che a partire da uno stato iniziale, l’inizio del calcolo, 
la rete (@, G) si trovi entro un tempo finito © (detto tempo di calcolo) in uno 
stato stazionario, «soluzione » del problema. 9 per G. Si noterà che un tale 
processo è totalmente acentrato, dal momento che tutti gli automi calcolano in 
parallelo a partire dagli stati dei loro immediati vicini. 

Ma ecco subito un esempio trattato da Rosenstiehl [1971] e Rosenstiehl e 
altri [1972]. Si tratta di risolvere con automi finiti il problema dell’esplorazione 
di un labirinto. Prendiamo dunque un labirinto, per esempio quello dei giar- 
dini di Hampton Court Palace, labirinto paesaggistico del regno di Guglielmo III 
(fig. 8). È facile associare, ad un labirinto siffatto, un grafo astratto dove i ver- 
tici rappresentano gli incroci e i vicoli ciechi, e gli spigoli rappresentano le vie 
aperte. Questo grafo risulta qui possedere 16 vertici e 16 spigoli. Esso è con- 
nesso, planare e possiede un ciclo di 3 spigoli (fig. 9). 

Uscire dal labirinto significa trovare nel grafo un cammino che vada dal 


Figura 8. 
Labirinto dei giardini di Hampton Court Palace. 


Figura 9. 


Grafo associato al labirinto precedente. 
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vertice 1 al vertice ro. La soluzione «gerarchica » -- che forse viene ad essere 
spontaneamente usata dal lettore — presuppone una intelligenza esterna che 
domini (come si dice) il problema. Ma il prigioniero del labirinto non possiede 
evidentemente la risorsa di una simile visione globale. È dunque necessario 
rendere locale la procedura di esplorazione. «Il viaggiatore smarrito è troppo 
leggendario; riduciamolo ad un semplice segnale, simile al segno che si sposta 
su un organigramma logico a mano a mano che si svolge un calcolo; e trasfe- 
riamo l’intelligenza, che il viaggiatore dedicherebbe nella ricerca della via giu- 
sta, agli stessi incroci del labirinto, denominati per l’occasione ‘automi finiti”... 
Risolvere il labirinto, vorrà dire definire per l’incrocio un automa standard, 
indipendentemente dalla dimensione del labirinto, in modo che [il segnale] toc- 
chi ogni [spigolo] una sola volta in ciascun senso. È possibile? La risposta 
è affermativa... La soluzione di un labirinto assume qui dunque un duplice 
aspetto, che ha già dato a tante storielle il loro fascino. Da una parte, si trat- 
ta di trovare una strada in un dedalo di strade — tecnicamente si può dire una 
freccia in una categoria labirinto — e poiché, come suggerisce il buon senso, 
per definire via via la propria strada si deve anche saper tornare sui propri 
passi (è un tragitto qualsiasi, come gli altri), tutti i cammini saranno inver- 
tibili — tecnicamente si avrà una freccia gruppoide —, e più sovente addirit- 


Figura 10. 
Applicazione dell’algoritmo destra/sinistra al labirinto di Hampton Court Palace. 
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tura una parola in un linguaggio di Dyck. Dall'altra parte, si tratta di defi- 
nire la misura di memoria utile, le tavole di trasformazione dell’informazione, 
in breve gli automi in grado di costruire questa freccia o questa parola, di cal- 
colarle, e questo sia per un automa unico funzionante secondo l’abituale modo 
centralizzato degli algoritmi classici, sia per degli automi dispersi nello stesso 
labirinto che si vuole risolvere» [Rosenstiehl 1971, pp. 5-6]. 

Il problema è quindi il seguente. È possibile «localizzare » — cioè effettuare 
in modo acentrato — un algoritmo che costruisca per tutto il grafo G= (X,U) 
un cammino percorrente ogni spigolo esattamente una volta in ciascun senso? 
Un algoritmo semplice, apparentemente possibile e storicamente conosciuto, 
è l’algoritmo detto destra/sinistra: andare successivamente il più a destra e 
poi il più a sinistra possibile. Ciò equivale -- il grafo associato ad un la- 
birinto essendo necessariamente planare — a prendere un cammino «che attra- 
versa » ogni spigolo e procedere lungo le facce del grafo (fig. 10). Ma questo 
algoritmo non è generalizzabile. Esistono dei controesempi molto semplici di 
grafi planari connessi nei quali esso si rivela inoperante (cfr. fig. 11). D'altro 
canto l’analisi dei cammini ciclici ottenuti con l'applicazione dell’algoritmo de- 
stra/sinistra è di capitale importanza per la comprensione della struttura al- 
gebrica di un grafo planare. Ma esiste un algoritmo applicabile a qualun- 
que grafo connesso, ed è dovuto a Trémaux (cfr. fig. 12). Sia G=(X, U) un 
grafo connesso di valenza d, grafo interpretabile come infrastruttura di una 
rete di automi attraverso una involuzione di connessione f: Xx (d)+X x (d). 
Per maggior comodità, indichiamo con / le zampe non morte di questa rete, e 
con A il loro insieme, A= {le X x (d) | f(1)#/}. Le coppie (/, f(!)) di elementi 
di A sono quindi associate agli spigoli di G. Si possono allora definire per 
concatenazione delle parole sull’« alfabeto » A, parole che corrispondono a cam- 
mini di G: prima di tutto le parole «nulle» A, con xe X; quindi le succes- 
sioni Z,...lk41---l, dove il vertice della zampa f(4) è quello della zampa 4; 
per &= 1, .... P_i (condizione di concatenazione). 

Risolvere il labirinto G è quindi trovare una parola che soddisfi la condi- 
zione seguente: (1) la parola contiene esattamente un’occorrenza di ogni let- 


Figura rr. 


Due esempi di grafi planari connessi per i quali l’algoritmo destra/sinistra è inope- 
rante (grafi con numerose «diagonali »). 


a) 


Figura 12. 


abb'edd'egjkk'Imm'npp'oo'n'l'j'ihk'ff 


acegjinn'l'j'i'g'e'c'a' 
Marta 


acegill'j g'e'c'a 


UN GET IpE a 


acegjj'g'e'c'a 


Ip 


acegg'e' c'a 


acee'c'a' 


acc'a' 
aa' 


A 


titoli 


i g'e'c'a 


acef'i'g'gjInoo'pp'n'mm'l'kk'j'ihh'fe' dd'e' bb'a' 


acef'i'jInn'l'j'ife'c'a' 
acef'i'jll'j'ife'c'a' 
acef'i'ij'ife'c'a' 
acef'i'ife'c'a' 
acef'fe' c'a' 

tati 


acee ca 


acc'a' 


Due parole di Trémaux e le loro riduzioni (dove si sono indicate le zampe a partire 
dalla figura 9 e dove si è notato con /’ la zampa f(/) per / € A). 
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tera di A. L'algoritmo di Trémaux permette di fatto di costruire una parola 
soddisfacente, oltre alla condizione (1), alla seguente: (2) attraverso riduzioni 
successive, la parola è riducibile a una parola nulla (dove chiamiamo riduzione 
l’eliminazione in una parola di una sottosuccessione del tipo /f(/)). 

Tale algoritmo si definisce mediante le due regole seguenti: 


T,) Se le A porta ad un vertice già utilizzato e se f(/) non è stato ancora 
utilizzato, si esce in f(/). 

T,) Negli altri casi si dà la priorità a quelle zampe /e A tali che /e f(1) 
non siano ancora state utilizzate. 


In generale esiste più di una soluzione (cfr. fig. 12). 

Per localizzare l'algoritmo di Trémaux, è necessario definire l’insieme S 
degli stati interni di una zampa e le regole di transizione, di modo che, alla fine 
del calcolo, la rete «segni» il risultato, che è una parola di Trémaux. Per que- 
sto è sufficiente numerare ciclicamente le zampe di ciascun vertice; precisare 
la regola 7, dando la priorità alla prima zampa disponibile (prima rispetto 
all'ordine ciclico); segnare il cosiddetto albero d’ingresso della parola /,...l3,, 
(dove m è il numero di spigoli di G), vale a dire l’insieme delle lettere /, l’estre- 
mo delle quali (che è l’origine di f(4)) non è ancora stato incontrato nella 
sottoparola /,...4,. E ovvio che per la parola della figura 120 la rete determina 
l’albero della figura 13. 


Figura 13. 
Albero d’ingresso della parola di Trémaux della figura 124. 


tor atipici mirnimimaee TRI apri 
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Per tutto ciò è sufficiente introdurre, oltre allo stato morto «, gli stati 
seguenti: 


— uno stato / di quiete; 

— uno stato V/ di segnatura dell’albero d’ingresso (quando una zampa en- 
tra nello stato V, vi rimane fino alla fine del calcolo); 

— uno stato U che vuol dire che una zampa è già stata utilizzata; 

due stati di transizione U e V indicanti che i segnali U e V sono 

appena arrivati ad una zampa. 


Siccome svilupperemo più avanti un problema analogo, non espliciteremo 
qui la trasformazione delle regole 7, e 7) dell'algoritmo di Trémaux in regole 
di transizione per l’insieme degli stati interni S= (0, /, U, V, U, V). Ci limi- 
teremo a sottolineare che se il lettore ci ha seguiti fin qui, egli ha già operato 
— per costruire le figure 124 e 126 — come una rete di automi miopi. Ci si potrà 
dunque convincere che il problema della soluzione di un labirinto è risolvibile 
per ogni grafo G da automi finiti indipendenti da G e in un tempo di cal- 
colo ®© =27m che dipende linearmente dal numero degli spigoli m di G. 


Nota. Detto ciò, non bisogna credere che tutti i problemi di grafi siano 
comunque risolubili in modo acentrato. In particolare non esistono automi fi- 
niti che permettano di decidere circa la connessione di un grafo. Questo risul- 
tato va messo in parallelo con uno dei risultati essenziali di Minsky e Papert, 
per sapere che il predicato di connessione non è di ordine finito (nel senso 
della teoria dei perceptrons). 


Tratteremo adesso in modo più dettagliato un problema assolutamente 
fondamentale (in particolare per le applicazioni in biologia): quello della sîn- 
cronizzazione di una rete di automi. Il problema è il seguente: trovare un al- 
goritmo locale capace di far si che una rete, i cui automi siano tutti al tempo 
t=o in stato di quiete, eccetto uno che inizia il calcolo, si trovi in un tem- 
po finito © in uno stato sincrono globale. Cioè al tempo #= ® tutti gli automi si 
mettano 2rsieme e per la prima volta in un determinato stato. 

Il contrasto tra soluzione centrata e soluzione acentrata è qui particolar- 
mente evidente. La soluzione centrata consiste in effetti nel connettere ogni au- 
toma ad un automa esterno che svolge il ruolo di istanza centrale di decisione 
e nell’inviare la medesima istruzione a tutti gli automi nello stesso istante. Si 
può paragonare ad un generale che con l’istruzione « Fuoco » dia inizio a tiri 
di artiglieria. Di qui del resto il nome Firing Squad Problem (esP) dato a que- 
sto problema della sincronizzazione. La soluzione acentrata consiste al contra- 
rio nell’effettuare questa sincronizzazione per gradi ed in modo coerente, ogni 
automa operando in maniera «miope » e non avendo quindi alcuna conoscenza 
della propria posizione reale nella rete. 

La soluzione acentrata del rsp è stata scoperta da Moore [1964] e Moore e 
Langdon [1968], e sviluppata da Balzer [1966; 1967], Rosenstiehl [1966], Ro- 
senstiehl e altri [1972], Waksmann [1966], Herman e Rozenberg [1975]. L’idea 
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Figura 14. 


Risoluzione in nove unità di tempo del FSP per una catena circolare di otto automi. 


Wst 
x W, 
I 
I i 


t=0: 
Un automa (n.8) diviene un K-automa 
ed emette W, e W, nelle due direzioni. 


t=4: 

L’automa n. 4 diventa un K-automa 
(ostacolo passivo) e rinvia Wi. 

W, è in 1 e 7 da una unità di tempo. 


t=6: 

Gli automi n. 2 e n. 6 divengono dei 
K-automi (ostacoli attivi) ed emettono 
W, e Wi nelle due direzioni. 


t=9: 
Gli automi n. 1, 3, 5 € 7 divengono dei 
K-automi. 


t=10: 
Firing. 
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è semplice: se due segnali aventi la stessa velocità vengono emessi nello stesso 
tempo ai due estremi di un segmento, essi s'incontrano a metà linea. Succede 
lo stesso se un segnale di velocità v partito da un estremo e «rimbalzato » în 
quello opposto è seguito da un segnale di velocità 30. Un segnale propagan- 
tesi alla velocità v lungo una catena orientata è in questo caso uno stato W con 
la seguente proprietà: un automa assume lo stato W dopo che il suo pre- 
decessore sia rimasto v unità di tempo in tale stato W, che abbandona in questo 
istante. Quella che segue è una soluzione del FsP per una catena circolare di 
automi. 

Ogni automa ha la possibilità di emettere nei due sensi due segnali W, 
e W, di velocità rispettivamente 1 e 3. Un automa che abbia emesso segnali 
si chiamerà K-automa (oppure, il che è lo stesso, assumerà uno stato K per- 
manente). Le regole di transizione sono le seguenti: 


F,) Due segnali che si incontrano trasformano il loro « punto » d’incontro 
— costituito di uno o due automi secondo la parità della catena — in un 
K-automa; 

F,a) se i segnali sono identici, questo K-automa li rinvia (ostacolo pas- 
sivo), 

F,3) se i segnali sono differenti, questo K-automa rinvia W, e W, nei 
due sensi (ostacolo attivo), poi diviene un ostacolo passivo. 

Fs) Il Firing ha luogo per un K-automa quando i due vicini sono dei K- 
automi. 


Gli schemi della figura 14 illustrano appunto il caso di una catena circolare di 
8 automi. 

Questa soluzione del FSp per una catena circolare ci mette in grado di tro- 
vare soluzioni per un grafo qualunque. Sia G=(X,%U) il grafo (connesso) in 
questione. Incominciamo a considerare un albero V di G, di origine 46 X e 
tale che per ogni vertice è di G, d#a, il cammino (unico) di V che unisce 4 
con è sia un cammino di lunghezza minimale tra tutti i cammini di G che 
uniscono a con d. Considereremo ora un percorso ciclico su questo albero, 
percorso che passa dunque due volte per ogni vertice di G e al quale appli- 


s© 


Figura 15. 


Numerazione modulo 3 dei vertici di un grafo connesso. 
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cheremo il procedimento precedente. Se la scelta quindi di V da una parte 
e del percorso ciclico dall’altra è una questione risolvibile da automi finiti, lo 
stesso sarà per l’rsP grazie alla definizione che segue: 


DEFINIZIONE. In una rete di grafo G si dice che l’automa B è sovrapposto al- 
l’automa G se un esemplare di D ed un esemplare di A occupano ogni vertice di G 
e se per effettuare il suo (t+1)e8îM° passaggio D tiene conto non solo del suo stato e 
di quello dei suoî vicini al tempo t, ma anche di quello di @ al tempo t+1. 


Risolviamo per primo il problema di segnare un albero V di cammini mi- 
nimali. Dato ae X, incominciamo con l’attribuire un indice ad ogni vertice di 
G mediante un numero che misura la distanza modulo 3 dal vertice a (fig. 15). 
Un’intelligenza locale © che esegue questa operazione può essere definita in 
questo modo: l’insieme degli stati interni delle zampe dell’automa È è F={w, 
I, 0, 1,2} dove / è lo stato di quiete. 

Per xe X, sia d, l'insieme dei numeri delle zampe non morte di ©, e sia P 
la seguente situazione: (P) per n0ed,, d.,=1e U,=% q=0, I, 2, dove si 
nota con /{ , lo stato al tempo # della zampa f(x, r). Regola di transizione: 


(P)>dl=q+1 (mod 3) per ogni red,. 


Lo stato iniziale è dato da ef ,=0 per ogni red; e2,=1 per ogni vertice x, 
x#a e per ogni red,. 

Gli stati o, 1, 2 sono permanenti ed è dunque il primo modo di attribuire un 
indice che ha la priorità. Ciò fa sf che tutte le zampe con la stessa origine 
sono segnate allo stesso modo alla fine del calcolo, con un indice che può quindi 
essere assimilato a quello del vertice comune (fig. 16). 

Definiamo adesso un automa X che, sovrapposto a ©, determina un per- 
corso ciclico v lungo un albero V di cammini minimali. Noteremo &, , gli stati 
di X. 

L’insieme degli stati interni è F= (0, /, 7, T, Î, V), T significa che la zam- 
pa appartiene a v, V/ significa che la zampa è una zampa d’ingresso; questi due 
stati sono permanenti. T è uno stato transitorio di chiamata a V, 7 è uno stato 
transitorio di attesa. 


Figura 16. 


Indici modulo 3 per l’algoritmo 3. 
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Sia ÀA= {red,|l,,= Te sia Àl= {reÀ, | Z,,==9—1}. Consideriamo le si- 
tuazioni seguenti: 


(1) dig, d=I per ogni red, e À1z® 
€) 4,=T 
(2) & =T 
(3) k,=V 
(3°) È ,=I 


T V È 


Figura 17. 


Costruzione di un albero di cammini minimali con la sovrapposizione di automi, 


Xa 3. 


30 
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Regole di transizione: 
1) Nell’ipotesi (1) 


per reà,, Dai TT 0 
] >V 5 dove f= min A, 


n I-T per ogni red,-A,. 
rr) Nelle ipotesi (2) e (3) 

6,5: TT. 
In) Nell'ipotesi (2) e non (3) 

6,5: TI 


Iv) Nell'ipotesi (2’), non (3) e non (3') 
SPE 


L,r 
Lo stato iniziale è definito da 


0, per ogni red, i 
=/ per ogni x#4 e per ogni red,. 


Le tavole della figura 17 2 - processo di segnatura di un albero 
i mini minimali per il grafo della figura 15. RIE 
di ca al do v=l...l, (dove n è il numero degli spigoli di 
V, n=|X]--1) si costruisce nel modo seguente: l, è una zampa > SES ; 
segnata 7; se f(I._1)=(x, 7) allora & è la prima zampa di xind, SPO Fa 
e segnata T o V. Questo percorso v non può iniziare che al tempo 1=2. 
Sia allora 5 l’automa del FsP circolare. Questa nostra esposizione ri 
che l’automa complesso F#K+T (sovrapposizione di F su Xx) risolve i 
n grafo connesso qualunque. l . 
% pr si sviluppa Ù so del tutto parallelo in quanto gli HR 
complessi elaborano progressivamente e contestualmente Le el- 
l’albero V, quella della catena circolare v e quella dei segnali W, e W, lungo 


questa catena. 


4. Sistemi di Lindenmayer. 


Abbiamo appena tratteggiato, nella parte che precede, la problematica HR 
lativa alle reti di automi. Esse, per la loro capacità di localizzare algoritmi già 
esistenti, si riferiscono al livello logistico delle organizzazioni e la loro teoria è 
una branca della teoria generale del calcolo. 2 

Ma queste reti di automi assumono anche un’importanza ne per quel 
che riguarda la modellizzazione di sistemi complessi, in particolare lei Sai 
biologici, che, è evidente a priori, si sviluppano e funzionano in maniera acen 
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trata. È indispensabile, proponendosi la modellizzazione di tali sistemi empirici, 
selezionare per prima cosa il livello di organizzazione che si consideri perti- 
nente. Un certo numero di argomenti depongono a favore del livello cellulare. 
«Le seguenti ragioni possono essere usate per sostenere la scelta delle cellule 
quali unità di base: 1) Le cellule sono l’unità metabolica autonoma di tutti gli 
organismi superiori. 2) Tutte le attività metaboliche e di sintesi nella cellula 
sono mediate dalle molecole proteiche e di RNA che vengono prodotte in ac- 
cordo con porzioni particolari di DNA (i geni). 3) Solo le molecole di DNA, 
fra tutti i costituenti cellulari, possono essere fedelmente riprodotte, cosicché 
l'eredità dei meccanismi cellulari può avvenire praticamente solo attraverso la 
trasmissione da cellula madre a cellula figlia di particolari tipi di DNA. 4) Ogni 
cellula di uno stesso organismo discende da una singola cellula ancestrale, 
l'uovo fertilizzato, e ognuna di esse porta lo stesso complesso di DNA. 5) Parte 
dei geni costituenti il complesso di DNA di una cellula possono in ogni mo- 
mento essere attivi (producendo RNA e proteine) o inattivi. 6) L'attivazione 
(de-repressione) o l’inattivazione (repressione) dei geni è causata da molecole 
che vengono prodotte o nelle cellule stesse o che entrano nella cellula da quelle 
vicine o dall'ambiente » [Lindenmayer 1974]. 

Ma una caratteristica essenziale dei sistemi cellulari è di essere sistemi che 
si sviluppano. Entrano qui in gioco meccanismi fondamentali quali la diffe- 
renziazione cellulare ed i processi di morfogenesi. Ciò fa si che l'infrastruttura 
relazionale del sistema, la sua «geometria », evolva nel corso del tempo. Per mo- 
dellizzare tali sistemi a «geometria variabile », è necessario dunque generaliz- 
zare in maniera conseguente la nozione di rete di automi. 

Tuttavia i sistemi formali prodotti attraverso una tale generalizzazione non 
saranno pertinenti come modelli di algoritmi di sviluppi programmati prima 
che venga stabilita la validità di una simulazione discreta. L'ipotesi della validità 
di un’approssimazione digitale di un sistema cellulare solleva numerosi pro- 
blemi. Certi argomenti depongono però a suo favore. «Gli stati di cellule trat- 
tate come automi sono interpretabili in termini di presenza o assenza di co- 
stituenti chimici cellulari (relativamente a concentrazioni di soglia), e/o in 
termini di combinazioni di geni attivi ed inattivi. Gli input cellulari sono rap- 
presentati dai composti che entrano nella cellula durante un certo intervallo 
di tempo, o dalle eccitazioni di membrana che essa riceve. Similmente i loro 
output sono composti che hanno lasciato la cellula, o eccitazioni da essa ori- 
ginate. La funzione di transizione è in parte una espressione degli effetti delle 
interrelazioni dei geni, nel senso della repressione o de-repressione di geni 
attraverso i prodotti di altri geni, ed in parte una espressione di effetti di 
controllo tra le molecole RNA ed enzimatiche all’interno del citoplasma... 

«In secondo luogo si assume che gli stati e gli input siano entità discrete, 
e debbano esservene un numero finito. Esiste naturalmente un numero defi- 
nito (poche migliaia) di geni discreti; ciascuno presente in poche copie per ogni 
cellula. Perciò, se fosse sufficiente considerare, nelle regolazioni relative allo 
sviluppo, solo le combinazioni dei geni attivi che sono presenti ad un dato 
istante in una cellula, ogni gene attivo originando un composto in qualche 
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maniera importante per la crescita e la morfogenesi, allora lo stato (cosi come 
l'input e l'output) di ogni cellula sarebbe naturalmente un'entità discreta... 

«Vi è tuttavia un'ulteriore complicazione nel fatto che non è possibile 
guardare semplicemente allo sviluppo come ad un processo nel quale un certo 
numero di geni viene inserito o disinserito in diverse cellule in momenti di- 
versi. Evidentemente i vari componenti del citoplasma possono variare con con- 
tinuità le loro concentrazioni e si conoscono molti effetti di controllo tra que- 
sti componenti, quali feedback e inibizione allosterica degli enzimi, inibizione 
o stimolazione delle velocità di sintesi degli enzimi a livello di RNA, diffusio- 
ne di metaboliti, ecc. 

«Le possibilità che il citoplasma influenzi il corso dello sviluppo sono in- 
credibilmente numerose e complesse. È anche evidente tuttavia che la maggior 
parte dei processi metabolici e sintetici sono regolati per mantenersi al livello 
di stati stazionari e che gli eventi relativi allo sviluppo, come la differenzia- 
zione, hanno luogo quando avvengono repentini cambiamenti da uno stato 
stazionario ad un altro in numerosi iter biochimici. Sebbene continue trasfor- 
mazioni citoplasmatiche, importanti per lo sviluppo, non possano essere escluse, 
non è cosa troppo azzardata assumere che nella maggioranza dei casi gli eventi 
relativi al citoplasma possano essere considerati eventi discreti. 

«Un terzo parametro che viene considerato discreto nel nostro sistema è il 
tempo. Il calcolo dei nuovi stati cellulari, basato sugli stati e gli input prece- 
denti, avviene rispetto a certi intervalli. Poiché ogni intervallo può essere 
scelto piccolo a piacere, quest’assunto non sembra rappresentare una grave li- 
mitazione. Nondimeno, costituisce un problema il fatto che più piccolo è l’in- 
tervallo di tempo, maggiore è il numero di stati necessari per cicli diversi di 
misurazione. Ovviamente, bisogna trovare un compromesso tra descrizioni 
molto dettagliate e descrizioni decisamente grossolane. Il riconoscere che la 
maggior parte dei processi cellulari sono altamente stabili, con occasionali spo- 
stamenti in altre aree di stabilità, rende possibile una descrizione dei processi 
di sviluppo che sia realistica, benché senza intervalli di tempo eccessivamente 
piccoli » [Lindenmayer 1974]. 

Una volta ammessa, almeno a titolo d’ipotesi, la validità delle descrizioni 
discrete, ci si trova dunque di fronte al problema seguente: definire delle reti 
di automi dove le regole di transizione includano trasformazioni della geometria 
sottostante. I sistemi di Lindenmayer, detti anche L-sistemi, sono i più sempli- 
ci di questo tipo. Sono delle reti lineari che hanno dunque la funzione di mo- 
dellizzare lo sviluppo di strutture filamentose. L’ipotesi di linearità semplifica 
considerevolmente il problema, nella misura in cui diviene possibile identificare 
la geometria della rete con un'operazione algebrica semplice, la concatenazione. 
Se in effetti si considera un filamento di x cellule c1, ca, ..., €,, la cellula c, es- 
sendo supposta nello stato c;eX (dove X è l’insieme finito degli stati interni 
di ogni cellula), lo stato del filamento sarà descritto dalla sequenza 0,03...0,. 
Questa sequenza è una parola sull’alfabeto X, cioè un elemento del monoide 
libero X* generato da 2. 

Quando si considera una tale struttura filamentosa come una rete lineare di 
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automi, si determinano, per 2 <î<n-1, delle regole di transizione del tipo 
Ci-10;0i:1 > Ti che significano che, se la cellula c; si trova all'istante # nello 
stato G, e se i suoi vicini c;_j € c;,3 Si trovano, nello stesso istante #, negli sta- 
ti rispettivamente G;_j € 6;;;, questa cellula c, si troverà all’istante #+1 nel- 
lo stato 1;. In più si dànno delle regole per gli estremi della catena, del tipo 
80103 >T1 € On-15n&8*T, dove g è un simbolo che rappresenta l’ambiente. Ma 
se si vuole potersi rendere conto dello sviluppo di questo filamento, si devono 
dare regole di transizione del tipo 6;_10;0;11-*T; dove in questo caso 1; non 
rappresenta più una lettera dell'alfabeto 2 ma una parola di X*, t;= tit; 
una simile regola significa che se la cellula c; si trova nell’istante # nello stato = 
e se 1 suol vicini c;_, € C;;j Si trovano, nello stesso istante #, negli stati Di 
spettivamente 6;_, € 6;,3, questa cellula c; avrà originato, all’istante #+1, & 
cellule Ci1s ++» Cip di stati rispettivamente 7;;, ..., tg. È verso una simile ce 
neralizzazione delle reti lineari che mira la nozione di L-sistema. 


Più precisamente un <1, 1)-sistema è costituito (definizione per ora tempo- 
ranea) da: ° 


1) un alfabeto 2 (insieme finito e non vuoto degli stati interni); 
2) un simbolo g€ che indica gli estremi del. filamento e che assume il ruo- 
lo di ambiente; 


3) regole di transizione dette anche produzioni del tipo 


0,00, +T 
g00,>T 
00g+T 


dove 7 è una parola di X*, cosa che implica d'altra parte che © può 
essere la parola vuota che si interpreta come morte della cellula di 
stato o nel contesto <c,, 0,) 0 <£, 0,) 0 ancora c,, g). Supponiamo 
anche che l’insieme delle produzioni sia completo, cioè che per ogni 
terna (0,, 0, 0,), (g, 0, 6,), (0,, 0, £) esista una produzione che am- 
mette questa terna come primo membro. 


Essendo dato un <I, 1)-sistema G=<%, P, g) dove P è l’insieme delle 
produzioni, si può derivare da ogni parola a=a;...,, di 2* un’altra parola 
o) applicando contemporaneamente ad a,...a,, le produzioni adeguate. Se dun- 
que esistono in P le produzioni g4,4+t,, @14,43>t; ...) 4,94, 10, *T e 
An-14n8*%T; B è la parola 7,...t, ottenuta per concatenazione dei ti Sf dice 
allora che f} deriva direttamente da a in G. Generalizzando, si dirà che una parola 
y di 2* deriva da x in G (cosa questa che si noterà #1) se esiste una 


successione Bo, Bi» Br di origine B,=« e di estremo B,=Y tale che, per 
î=1,..., È, B; deriva direttamente da f;_, in G. La derivazione è dunque la 
chiusura transitiva della derivazione diretta. È evidente che se si considera 
una parola we X*, è possibile per derivazione generare un sottoinsieme L(G) 


di 2*, quello delle parole y derivanti da % in G. Da qui la definizione (defi- 
nitiva): 
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DEFINIZIONE. Un <I,1)-sistena è una quaterna G=<Z,P,g,@w) dove 
weX* è detto l'assioma del sistema. 


L(G)={ye2*|% >v} viene chiamato il linguaggio generato da G. 


Queste definizioni, tutto sommato molto naturali, hanno tuttavia trasfor- 
mato completamente la nostra problematica iniziale. Se era di fatto naturale 
supporre per una struttura filamentosa 1) che l’insieme X degli stati interni 
è dato e fisso, 2) che l’insieme P delle produzioni è anch'esso dato e fisso per 
quanto si tenti di creare modelli di sviluppi programmati (geneticamente), 
queste due supposizioni ci hanno condotto alla definizione dei linguaggi L(G) 
generati dagli <1, 1)-sistemi. Dobbiamo dunque porci adesso la questione in- 
versa: dato un linguaggio M su un alfabeto 2 (cioè un sottoinsieme del mo- 
noide Y*), esiste un <I, 1)-sistema G tale che L(G)=M? Se la risposta è 
positiva si dice che il linguaggio M è un X1, 1)-linguaggio. Ne deriva il 
problema — puramente teorico — di caratterizzare in modo formale questa classe 
di linguaggi. Partiti da un problema di modellizzazione, stiamo approdando ad 
un problema di teoria dei linguaggi. // carattere fondamentale della teoria degli 
L-sistemi è connettere la modellizzazione di certe strutture cellulari empiriche alla 
teoria astratta dei linguaggi formali e quindi alla teoria del generativismo sintat- 
tico. Si tratta di una profonda trasformazione del punto di vista che estende 
all’analisi dei sistemi biologici l'incidenza della rivoluzione chomskyana. Non 
si tratterà più, infatti, di simulare i dati sperimentali per mezzo di artefatti teo- 
rici più o meno ad hoc, ma di interpretarli in quanto manifestanti determi- 
nate proprietà strutturali di certe classi di linguaggi. 

In poche parole, la teoria degli L-sistemi è l’esplorazione matematica siste- 
matica delle capacità generative di certi processi di derivazione, processi la cui 
caratteristica maggiore — che li contrappone alle grammatiche chomskyane — è il 
parallelismo. In una derivazione « ÙA 8, tutte le lettere di a vengono in effetti 


simultaneamente sostituite con le parole programmate dalle produzioni. Tut- 
to questo ci spinge ad esaminare, prima di dare qualche esempio applicati- 
vo, le capacità generative delle principali classi di L-sistemi confrontandole alla 
gerarchia chomskyana (malgrado che abbiano l'andamento di una cascata abba- 
stanza fastidiosa di definizioni e di risultati affermati senza dimostrazione). 
| Per prima cosa dunque rammentiamo brevemente la gerarchia chomskyana. 
Una grammatica G è una quaterna G=<Vy, Vx, P, S) dove Vy è l’alfabeto 
ausiliario (non terminale); V, è l’alfabeto terminale, Vy e Vy essendo di- 
sgiunti (V=VyUVx); P è l’insieme finito delle produzioni «+ dove xe V+ 
e BeV* (V+=V*—-A, X parola vuota); Se Vy è l’assioma. 
Data una grammatica G, si dice che fe V* deriva direttamente da «e V* 
in G se si può scrivere a=yx'3 e B=yB'3 con a'-B'eP. Si definisce ovvia- 
mente la derivazione « 7 come chiusura transitiva della derivazione diretta, 


e si definisce il linguaggio L(G) generato da G come insieme delle parole sul 
vocabolario terminale che sono derivabili dall’assioma 


L(G)= {xeVr*|S=v}. 
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La gerarchia chomskyana attesta l'inclusione stretta delle seguenti quattro 
classi di linguaggi: 


£(RE) classe dei linguaggi ricorsivamente numerabili. Sono quelli gene- 
rabili con una grammatica. Esattamente, sono anche quelli accet- 
tati dalle macchine di Turing. 

£(CS) classe dei linguaggi context sensitive. Sono quelli generabili con le 
grammatiche context sensitive, cioè le grammatiche dove per ogni 
produzione x-f} si ha la diseguaglianza |a|<]|B| (dove si nota con 
|a] la lunghezza della parola a). 

£(CF) classe dei linguaggi context free. Sono quelli generabili con le 
grammatiche context free, vale a dire le grammatiche dove per 
ogni produzione «+, |a|=1 e |B|=1 (|la|=1>aeV). 

£(RG) classe dei linguaggi regolari. Sono quelli generabili con le gram- 
matiche in cui tutte le produzioni sono della forma A+aB o A-+a 
dove A, BeVy e aeVyn. Essi sono anche precisamente quelli ac- 
cettati dagli automi finiti. 


Torniamo dopo questo breve richiamo agli L-sistemi. I più semplici di essi 
sono i sistemi context free che riproducono modelli di sistemi concreti l’evolu- 
zione dei quali è non-contestuale, lo stato di una cellula non dipendendo che 
dalla propria storia e non dagli stati delle cellule vicine (sviluppo a mosai- 
co). Vengono chiamati OL-sistemi. 


DEFINIZIONE. Un OL-sistema è una terna <X, P, w» dove P è un sistema com- 
pleto di produzioni tutte del tipo a+ con aeX. 


Se non vi sono in P delle regole di cancellazione 4+1 (A parola vuota), 
il sistema viene detto propagativo. Se per ogni a di X non esiste in P che un solo 
prodotto 2--x di origine a, il sistema viene detto determinista. 

La classe £(OL) di questi linguaggi di base che sono gli OL-linguaggi 
(linguaggi generati dagli OL-sistemi) è assai «limitata ». Si può in effetti pro- 
vare il seguente 


TEOREMA. l problema dell’appartenenza, per la classe degli OL-sistemi, è de- 
cidibile. 

Questo significa che esiste una procedura effettiva, un algoritmo, che per- 
mette, dato un OL-sistema G= <, P, ©) ed una sequenza qualunque xe X*, 
di decidere se ae L(G) oppure a&L(G). 

Ma questa classe £(OL) non è tuttavia troppo ristretta, cosî come mostra il 


| TEOREMA. Il problema dell’equivalenza è indecidibile per la classe degli OL- 
sistemi. 


Questo significa che non esiste alcuna procedura effettiva che permetta, 
dati due OL-sistemi qualunque G e H, di decidere se, sf o no, sono tra loro 
equivalenti, cioè se, si o no, L(G)=L(H). Quest'ultimo risultato è immediata 
conseguenza dell’indecidibilità del problema di Post: se X è un alfabeto com- 
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posto di almeno due lettere, non esiste alcun algoritmo che permetta di de- 
cidere, date due sequenze di X*, se, sf o no, queste due sequenze possiedo- 
no una sottosequenza non vuota comune. 

Siccome gli OL-sistemi sono gli L-sistemi context free, viene naturale chie- 
dersi quali rapporti essi abbiano con i linguaggi context free della gerarchia 
chomskyana. Si può a questo proposito mostrare come le classi F(OL) e F(CF) 
sono non-comparabili. Ciò significa che, benché non disgiunte, non esistono 
rapporti di inclusione fra queste classi. 

Non esistono nemmeno sottoclassi naturali comuni alle classi £(OL) ed 
£(CF). Si riesce in effetti a dimostrare che né la classe £(RG) dei lin- 
guaggi regolari, né la classe £(F) dei linguaggi finiti sono incluse nella classe 
£(OL) degli OL-linguaggi. È tuttavia possibile dimostrare il seguente notevole 
risultato. Dato un OL-sistema G= <, P, ©), si può far si che certe sequenze 
derivate in G dall’assioma © siano stazionarie, cioè non possano derivare che 
se stesse in G. Chiamiamo allora linguaggio adulto di G l'insieme di queste 
sequenze stazionarie. Non esiste alcuna ragione a priori secondo cui il lin- 
guaggio adulto di un OL-sistema sia un OL-linguaggio. 


TEOREMA (Walker). La classe dei linguaggi adulti degli OL-sistemi è esatta- 
mente quella dei linguaggi context free. 


Questo risultato chiarisce in modo eccellente il rapporto che intercorre tra 
le capacità generative, rispettivamente, dei sistemi sequenziali e dei sistemi 
paralleli. 

La prima conseguente generalizzazione degli OL-sistemi è quella detta 
delle estensioni degli OL-sistemi, abbreviata in EOL-sistemi. 


DEFINIZIONE. Un EOL-sistema è una quaterna G = <X, P, ©, A) dove G= 
=<, P, +) è un OL-sistema e dove ACX è un sottoalfabeto di X. Il linguaggio 
L(G) di un EOL-sistema è per definizione il sottoinsieme di A*,L(G)=L(G)NA*. 


L’interesse di questi EOL-sistemi è cosf sottolineato da Herman e Rozen- 
berg: «Esistono numerose ragioni per studiare la famiglia degli EOL-linguaggi. 

«I) L’estensione di una famiglia di linguaggi 3 ottenuta considerando tutti 
i linguaggi che possono essere ottenuti prendendo un elemento di 3 ed interse- 
candolo con X*, per un certo alfabeto X, è un processo standard nella teoria 
del linguaggio formale. ‘Tutte e quattro le famiglie nella gerarchia di Chomsky 
sono definite in questo modo. 

«I—) Lo studio della famiglia degli EOL-linguaggi isola gli effetti del pa- 
rallelismo nelle derivazioni. Mentre gli OL-sistemi differiscono dalle gramma- 
tiche CF, sia perché non hanno “terminali” sia perché sono derivati in ma- 
niera parallela, gli EOL-sistemi differiscono dalle grammatiche CF solo a cau- 
sa del parallelismo nelle derivazioni. 

«m) Sebbene l’uso di simboli ausiliari appaia ingiustificabile dal punto 
di vista biologico, risulta che le capacità addizionali, ottenute in questo modo, 
sono atte a tener conto di situazioni che si originano spesso nell’effettiva mo- 
dellizzazione biologica. 
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«Iv) La famiglia degli EOL-linguaggi coincide esattamente con quei lin- 
guaggi che possono essere descritti con sistemi ricorrenti. 

«v) La famiglia degli EOL-linguaggi costituisce una estensione naturale 
della famiglia dei linguaggi context free in due modi distinti» [1975, p. 98]. 


Nota. I sistemi detti ricorrenti (si veda il punto Iv sopra citato) sono stati 
introdotti allo scopo di modellizzare la situazione molto frequente per cui un or- 
ganismo si sviluppa seguendo delle regole di ricorrenza definite su alcune sue 
componenti. « Strutture prodotte tramite concatenazioni ripetute di stati prece- 
denti sono conosciute in biologia come strutture composite, proprio come foglie 
composite costituite da foglioline, inflorescenze costituite da fiori, ecc. Il ricor- 
rere, ripetuto e sovrapposto, di componenti sempre più grandi in tali strutture è 
dovuto ai simboli che si ripetono ciclicamente nelle derivazioni. La significa- 
tività sul piano biologico di queste specie di modelli sta nel riconoscere che le 
strutture composite possono essere il risultato di cicli semplici di stati cellulari... 
I sistemi ricorrenti sono insiemi di formule che determinano (attraverso regole 
di concatenazione) tutte le stringhe di una OL-successione data. Un sistema 
localmente concatenato è un sistema ricorrente con un’unica formula. Ogni 
OL-sistema, cosi come ogni EOL-sistema, ha la proprietà di ricorrenza. Queste 
caratteristiche delle strutture che si sviluppano senza interazioni sono più dif- 
ficili da riconoscere in natura e, per quanto ne so, non hanno ancora un nome 
in biologia. Il che non significa che non possano in futuro essere utili per carat- 
terizzare un’importante classe di processi di sviluppo, quelli cioè nei quali vi 
sono cicli interconnessi di stati cellulari» [Lindenmayer 1974]. Il fatto che la 
classe degli EOL-linguaggi coincida con quella dei linguaggi ricorrenti assume 
notevole interesse per la seguente ragione. « Esso mostra l’equivalenza di due 
differenti meccanismi per la definizione del linguaggio. Una derivazione in un 
EOL-sistema è solo un’applicazione ripetuta della stessa sostituzione finita. 
In altre parole, gli insiemi che si sostituiscono rimangono gli stessi, ma le 
stringhe nelle quali si opera la sostituzione variano di volta in volta. Esiste 
una situazione duale in un sistema ricorrente. In esso le stringhe in cui si ope- 
ra la sostituzione rimangono le stesse (sono queste le formule di ricorren- 
za), ma gli insiemi che si sostituiscono variano da uno stadio all’altro. [Il teo- 
rema di equivalenza] enuncia che di fatto questi due approcci sono equivalen- 
ti fintantoché si considera il loro potere generativo» [Herman e Rozenberg 


1975, p. 183]. 


Torniamo ora alla classe £ (EOL) degli EOL-linguaggi. Essa è strettamente 
più grande della £(OL) degli OL-linguaggi. Si può far vedere in effetti che 
ogni linguaggio finito è un EOL-linguaggio, mentre abbiamo già notato che esi- 
stono linguaggi finiti che non sono OZ-linguaggi. Per quanto concerne i ri- 
sultati relativi alla decidibilità dei problemi di appartenenza e di equivalenza, 
essi sono identici a quelli già evidenziati riguardo agli OL-sistemi. Ciò mostra 
che la classe £(EOL) è ancora abbastanza ristretta. Si può però dimostrare il 
seguente risultato: 
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TEOREMA. £(CF)S £(EOL). La classe dei linguaggi context free è stretta- 
mente inclusa in quella degli EOL-linguaggi. 


Questa inclusione stretta misura la differenza di capacità generativa che 
intercorre tra processi sequenziali e processi paralleli e mostra che la capacità 
generativa dei processi paralleli è strettamente superiore. Tuttavia: 


TEOREMA. £(FEOL)& £(CS). La classe degli EOL-linguaggi è strettamente 
inclusa nella classe dei linguaggi contestuali. 


Questo rimarchevole risultato mostra che l’eccedenza di capacità generativa 
dei processi paralleli context free può venire «riassorbita » in quella dei pro- 
cessi sequenziali a/la condizione di introdurre produzioni contestuali. Ciò esprime 
il fatto che la contrapposizione context free | context sensitive è meno banale di 
quanto si possa supporre. 

Una seconda generalizzazione degli OL-sistemi è quella detta degli OL- 
sistemi con tavole, abbreviata in TOL-sistemi. Essi sono stati introdotti per po- 
ter tenere in conto l’azione dell'ambiente sugli organismi. «È notorio che il 
comportamento di numerosi organismi in rapporto allo sviluppo dipende dalle 
condizioni ambientali (come buio, luce, caldo, freddo, ecc.). Per descrivere lo 
sviluppo di un organismo siffatto è necessario considerare diversi insiemi di re- 
gole di sviluppo, corrispondenti alle diverse condizioni ambientali, alla condi- 
zione che a ogni istante uno solo di questi insiemi venga preso in conside- 
razione » [Herman e Rozenberg 1975, p. 112]. 


DEFINIZIONE. Un TOL-sistema è una terna G= <X,, P, ©) dove 9 è un insieme 
finito di tavole tali che, per ogni tavola Pe P, Gp=<X, P, w) sia un OL-sistema. 
In un TOL-sistema le derivazioni si effettuano scegliendo ad ogni tappa una delle 
tavole e utilizzando soltanto le produzioni di questa tavola. I TOL-sistemi sono 
dunque OL-sistemi muniti di un sistema di controllo delle produzioni. 


Riguardo a questi sistemi si può dimostrare il seguente 


TEOREMA. 

1) £(OL) F £(TOL) S £(CS). i 

11) £(TOL) e £(EOL) sono non-comparabili (ma evidentemente non di- 
sgiunti). 

IH) £(TOL) ed £(CF) sono non-comparabili (ma evidentemente non di- 
sgiunti). 


Questo teorema mostra che i TOL-sistemi costituiscono un’altra generaliz- 
zazione degli OL-sistemi, come gli EOL-sistemi. : 

Una terza generalizzazione, infine, degli OL-sistemi tiene conto della si- 
tuazione seguente. Per descrivere lo sviluppo di un organismo con un L-sistema, 
spesso è necessario introdurre più stati cellulari di quanti sia possibile osser- 
varne. Le sequenze generate dall’L-sistema scelto come modello costituiscono 
quindi una codificazione del linguaggio «reale » dell'organismo modellizzato. 
Per codificazione intendiamo qui un’applicazione 4 : X+A di un alfabeto in 
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un altro, applicazione estesa per concatenazione ad un’applicazione del monoide 
X* nel monoide A*. Da ciò: 


DEFINIZIONE. Un OL-sistema con codificazione, o COL-sistema, è una cin- 
quina G=<X, P,@w, A, h) ove G=<, P, w» è un OL-sistema e h:X>A una 
codificazione. Il linguaggio di G è per definizione il sottoinsieme di A* L(G)= 


=h(L(G)). 


Ma i COL-sistemi non costituiscono una nuova generalizzazione degli OL- 
sistemi. Si può infatti dimostrare che la classe £(COL) dei COL-linguaggi 
coincide con la classe £(ZOL) degli EOL-linguaggi. Ma gli OL-linguaggi con 
codificazione non ne divengono certo meno interessanti poiché forniscono una 
descrizione alternativa dell’eccedenza della capacità generativa ottenibile con 
l'introduzione di un vocabolario terminale. 

In tal modo, la classe più generale degli L-sistemi context free o L-sistemi 
senza interazioni è composta da estensioni di OL-sistemi con tavole, abbre- 
viando ETOL-sistemi. La classe £(ETOL) (che contiene evidentemente come 
sottoclassi le classi non comparabili £(EOL) e £(TOL)) risulta assai ristretta 
dal momento che si può dimostrare che il problema dell’appartenenza resta 
decidibile. Ma essa è tuttavia abbastanza vasta per essere chiusa nei confronti di 
operazioni standard definibili sulle famiglie di linguaggi (operazioni di unione, 
di prodotto, di chiusura di Kleene, di omomorfismo, di intersezione con un 
linguaggio regolare e di sostituzioni iterate). Si può anche far vedere che la 
classe £(ETOL) degli ETOL-linguaggi è la più piccola famiglia di linguaggi 
contenente i linguaggi finiti e che possiede tutte le proprietà di chiusura (la 
classe degli OL-linguaggi non possedendone alcuna). Di fatto Za classe £(ETOL) 
degli ETOL-linguaggi coincide [Downey 1974] con quella dei linguaggi definibili 
in modo ricorsivo. Tale risultato ha un particolare interesse per i problemi con- 
cernenti la teoria dell’informazione. È infatti noto che la classe dei linguaggi 
di tipo Algol definiti ricorsivamente coincide con quella dei linguaggi context 
free. Ma questa classe si rivela troppo limitata per includere il linguaggio di 
tutti i programmi sintatticamente corretti del linguaggio di programmazione 
Algol 60. Per contro la classe degli ETOL-linguaggi possiede questa capacità; 
ed è altresi in questo senso che gli ETOL-linguaggi generalizzano i linguaggi 
context free [Herman 1973]. 

Passiamo adesso agli L-sistemi contestuali, detti anche L-sistemi con inte- 
razioni, abbreviato in IL-sistemi. È attraverso di essi che abbiamo iniziato 
questa sezione definendo gli 1, 1)-sistemi. Con una banale generalizzazione, 
si potranno definire i <R, /)-sistemi, & ed / essendo due interi positivi o nulli. 
In un <£, /)-sistema la trasformazione di stato di una cellula dipende dagli stati 
delle A cellule vicine a sinistra e delle / cellule vicine di destra. 

Si definisce cosî una nuova classe di linguaggi, la classe £(IL) degli IL- 
linguaggi generabili con gli ZL-sistemi. Questa classe che è dunque quella de- 
gli L-linguaggi context sensitive è strettamente più «complessa » di quella degli 
L-linguaggi context free dal momento che si può dimostrare a questo propo- 
sito il 
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TEOREMA. I! problema dell’appartenenza è indecidibile per la classe degli IL- 
sistemi. 


Le diverse classi £(<k, />) dei <£, /)-linguaggi instaurano fra loro, al variare 
di & e di /, un certo numero di rapporti gerarchici nei quali le differenze sono 
costituite non tanto dalla distribuzione sinistra/destra del contesto quanto dal 
suo valore globale. Un tipico risultato a questo proposito è il 


TEOREMA. Per ogni kR=1 e ogni 1=>1 si ha: £(Kk, I>)=£({1,k+]-1))= 
= £(Xk+/-1, 1). 


Per quanto riguarda il rapporto che gli /L-linguaggi hanno con la gerarchia 
chomskyana, ritroviamo la contrapposizione tra processi paralleli e processi 
sequenziali. Si può infatti far vedere che la classe £(IL) degli ZYL-linguaggi e 
quella £(C.S) dei linguaggi context sensitive non sono comparabili. In parti 
colare, l'eccedenza di capacità generativa degli L-sistemi context free ottenuta 
per generalizzazione degli OL-sistemi non è riassorbibile attraverso l’introdu- 
zione di produzioni contestuali se ci si limita a processi paralleli privi di alfabeto 
terminale. Le classi £(IL) ed £(ETOL) sono infatti anch’esse disgiunte. 

Si può essere più precisi: 

TEOREMA (Walker). 

1) La classe A(<1, 1)P) dei linguaggi adulti degli ‘1, 1)-sistemi propagativi 
comncide con quella dei linguaggi context sensitive non contenendo la parola 
quota. 

II) La classe A(<x, 1) dei linguaggi adulti degli <1, 1)-sistemi coincide con 
quella £(RE) dei linguaggi ricorsivamente numerabili. 


Richiamandoci al fatto che la classe A(OL) dei linguaggi adulti degli OL- 
sistemi coincide con quella dei linguaggi context free, notiamo che il teorema 
di Walker fornisce una nuova caratterizzazione, attraverso grammatiche total- 
mente parallele, delle tre fondamentali famiglie della gerarchia chomskyana. 
Questo notevole risultato permette l'applicazione della teoria esistente dei lin- 
guaggi formali alla realizzazione di modelli biologici. 

Si definiscono allora facilmente le estensioni di IL-sistemi (abbreviando 
EIL-sistemi): 


DEFINIZIONE. Un EIL-sistema è una cinquina G=<, P, g, ®, A) dove 
=, P, g, ©) è un IL-sistema e ACX un sottoalfabeto di X. Il linguaggio 
i da G è per definizione il sottoinsieme di A*, L(G)=L(G)OA*. 


TEOREMA. La classe £(EIL) degli EIL-linguaggi coincide con la classe £(RE) 
dei linguaggi ricorsivamente numerabili. 


Gli EIL-linguaggi non sono quindi altro che i linguaggi accettati da una 
macchina di Turing o anche generabili da una grammatica. Si ottiene in defi- 
nitiva la gerarchia di linguaggi presentata nella figura 18. 

Dopo questa (troppo) rapida panoramica sulle principali definizioni, diamo 
qualche esempio. E per prima cosa un esempio di OL-sistema. «L’utilità degli 
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A(X1,1))=£(EIL)=£(RE) 


£(CS) 


®(ETOL) 


£(EOL) 


UL) 


A(OL)=£(CF) 


£(RC) 


£(0L) 


Figura 18. 


Rete delle principali classi di linguaggi. Le frecce rappresentano l’inclusione stretta 
e l’assenza di frecce la non-comparabilità. 


Figura 19. 
Grafo di produzioni con cicli, comportante solo bipartizioni. 
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OL-sistemi per quel che riguarda i problemi biologici consiste nell’ottenere 
informazioni circa la capacità morfogenetica delle linee ereditarie cellulari. Si in- 
tende con ciò il riconoscimento dei tipi di strutture che possono sorgere da cellu- 
le a programmazione autonoma, il comportamento delle quali è controllato solo 
dalla loro linea ereditaria (la loro ancestralità). Ogni cellula può 'ripetutamente 
variare il proprio stato, oppure dividersi in parti (uguali o no), oppure morire, 
ma senza che fra di esse intercorra alcuna interazione. La complessità delle 
strutture che così possono venir generate è decisamente sorprendente, e può 
essere istruttiva per il biologo che cerca meccanismi atti a descrivere certi 
tipi di sviluppo. È del tutto possibile che in molti casi nei quali gli sperimen- 
talisti postulano l’esistenza di un meccanismo interattivo, sia invece sufficiente 
la presenza di uno non interattivo. L’ereditarietà cellulare, come ovvio, è stata 
ampiamente e lungamente studiata dai biologi e, nei casi in cui un tale sforzo è 
stato coronato dal successo, possiamo essere quasi certi che si tratta di mecca- 
nismi non interattivi (essenzialmente OL-sistemi)» [Lindenmayer 1974]. Qui 
ripetiamo un’analisi di Lindenmayer inerente allo sviluppo di una foglia. Dal 
momento che in una foglia le cellule si sviluppano a partire dal bordo, è suffi- 
ciente, per determinarne la forma, programmare questa linea marginale di 
cellule. D’altra parte poiché come struttura composita, una foglia è riducibile 
a una successione di lobi, si dovranno distinguere almeno due differenti statuti 
geometrici, quello relativo alle cellule marginali dei lobi, e quello delle cellule 
di separazione fra questi lobi (cellule che chiameremo &-cellule). Consideriamo 
quindi l’OL-sistema determinista G=<X, P, w) in cui 


Z={a,b,c,d,e,f,g, ht, k} 

w=d 

P={a-+bc, b+kd, c->ek, d-+gb, e>cf, 
frih, ghi, h-de, i+k, k+k} 


insieme delle produzioni corrispondente al grafo della figura 19. Notiamo che 
questo grafo comporta dei cicli. Per esempio ez c ed e+f+h-+e. Derivando 
in Ga partire dall’assioma a, si ottiene la seguente serie di sequenze S,: 


a Si 

be Ss 

kdek Ss 

kgbefk Sa 

khikdekihk Ss 

deh, Agbefh fdek Si 

Rgbefk, Rhikdekihk kgbefk Sy 
Khikdekihk Rdekkgbcfkkdek khikdekihk Sg 


Adekkgbefkkdek kgbefkkhikdekihkkgbcfk kdekkgbefkkdek Ss 


ecc. 


Figura 20. 


Sviluppo programmato con l’OL-sistema G. 
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Serie associata allo sviluppo illustrato nella figura 20. Si nota immediata- 
mente che la serie delle sequenze .S, è localmente concatenata cioè soddisfa 
(per n= 6) a una formula di ricorrenza, ossia: S,= Sn-3Sn-25,-3- Questa for- 
mula significa che alla n-esima tappa la foglia, della quale qui facciamo il mo- 
dello, è composta di un lobo destro e di uno sinistro identici all’insieme della 
foglia al tempo #—3, e di un lobo mediano identico all'insieme della foglia al 
tempo n— 2. Questa ricorsività è dovuta all’esistenza di cicli nel grafo delle pro- 
duzioni del sistema generatore. 

Se si considerano adesso + per ragioni di simmetria — delle produzioni che 
dànno luogo non solo a bipartizioni, ma a tripartizioni cellulari, è possibile 
semplificare considerevolmente il sistema precedente sostituendolo con l’OL- 
sistema H=<X, P, ©) dove 


Y=f{a, b, c, d, k} 

=A 

P={a-+chbc, b+dad, c-R, 
d-a, k+k} 


insieme delle produzioni corrispondente al grafo della figura 21. Derivando in 
G a partire dall’assioma a, si ottiene la serie di sequenze S,: 


a Si 

che So 

kdadk Ss 

k a che a k Sa 

A ehe fdadk, ghe Sy 


k kdadk kacbcak kdadk k So 
k Racbcak Rebeckdadkebck Racbcak kR__S7 


ecc. 


Serie che soddisfa alla formula di ricorrenza (per n > 4) Sn= RSn-3Sn-2S 3, 
ovvero anche al sistema di formule 

Sn = 1Sn Sn 25 an 1 

K,=K,-1 


Questi modelli — che mostrano come strutture composite e ricorrenti pos- 
sano essere generate da processi privi di interazioni cellulari ma contenenti 
tra le loro produzioni dei cicli — urtano tuttavia contro alcune difficoltà. 

Per prima cosa essi non sono falsificabili nella misura in cui è molto 
delicato interpretare gli stati del sistema generatore come stati effettivi di 
cellule. Ora, è necessario introdurre pit stati di quanti è possibile osservare 
per poter disporre di cicli nei grafi di produzione. Il sistema reale sarà dunque 
ottenuto per codificazione a partire dal sistema formale. Se per esempio si 
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Figura 21. 


Grafo di produzioni con tripartizione. 


fissa l’attenzione, relativamente alla fenomenologia del processo, solo sulla dif- 
ferenza di statuto geometrico tra le &-cellule e le cellule marginali dei lobi 
(diciamo /-cellule) allora si considera la seguente codificazione: 


h: Z-A= {1 k} 
k4+k 
{a, b, c, d, e, f, g, h, i}>L. 


In secondo luogo esse generano delle serie infinite di sequenze. Ora un 
processo di crescita comporta un momento di arresto, arresto esso stesso pro- 
grammato. Sarà dunque necessario applicare al sistema un meccanismo di con- 
trollo (cfr. oltre). 

Infine ci si può chiedere se è naturale interpretare la differenza puramente 
geometrica tra k-cellule ed /-cellule in termini di stati cellulari interni. 

Ma quali che siano i loro limiti estrinseci od intrinseci, questi modelli 
hanno il vantaggio di promuovere un nuovo stile di approccio ai problemi di 
modellizzazione biologica. 

Come primo esempio di TOL-sistema, continueremo ad operare sullo svi- 
luppo di una struttura composita come quella della foglia supponendo, per 
variare un po’ la questione, che i lobi possano in questo caso ammettere delle 
punte (stato 1). Vedremo come, considerando semplicemente due tavole, si pos- 
sa raggiungere un controllo della crescita. 

In effetti, sia G=<Z, 9, %) il seguente TOL-sistema: 


Z={a, b, c, d, k, j, m} 

= a 

P={V, F}, dove 

V={a+kbk, b>cde, c+e, d-+kek, 
e>jej,j>j, R>kh, m>m} 

F={a-+>kmk, be, c>j, d-+kmk, 
e->jmj,j-j, k>k, m>m} 


insiemi di produzioni di grafi Gy e Gp rispettivamente (fig. 22). La deriva- 
zione in G a partire dall’assioma a dà luogo ai seguenti casi: 


cain ig dini 
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CS i d) Se si applica successivamente più di due volte la tavola V, una sola 
applicazione della F conduce ad uno stato stazionario, com’è esemplificato da 
Ck DA d — ; quanto segue; 
SS er ° di SI - 7 
> | k m e e b ii o 
! F 


_ x Ed x) | kjkmkjk 
9) © 2 AB 
| kedck 
i kekekek 
kjmjkjmjkjmjk 


INNS 


n. 
mari 


Gy Gr 
(non connesso) 


Figura 22. 
Grafi di produzioni per un TOL-sistema. 


a) Se si incomincia applicando la tavola F, si arriva subito allo stato sta- 
zionario kmk. 
| b) Sesi applica una volta sola la tavola V, due applicazioni successive della 
tavola F conducono a uno stato stazionario 


a 
kbk V 
kek F 

kjmjk F 


c) Se, dopo la sequenza iniziale VF, si applica più volte la tavola V, una 
sola applicazione della F conduce ad uno stato stazionario: 


Cc) a 
kbE 
kek 

kjejk 


V 
F 
V 
kjjmggk F 


Figura 23. 


Sequenze stazionarie derivabili in G. 


ke] 
mn 
edi 
a 
<a 
sa 
TEO 
SES 
leliiali pali o air 


Centrato/acentrato 936 


ds) a 
kbk V 
Redck V 
kekekek V 
kjejkjejRjejk V 
kjjmjjRijmijkijmjji  F 


Si veda la figura 23. 
Il linguaggio adulto del TOL-sistema G è costituito dunque dall’insieme 
A(G)CX*, 


A(G)= {Rjkmkjk} O {kj'mjrk|n=0} O {kj"mj"Rjrmjnkinmj"k | 21}. 


Nota. Questo linguaggio non può essere quello adulto di un OL-sistema 
poiché si può dimostrare che non è context free. Per contro esso può essere ge- 
nerato non solo da un TOL-sistema ma anche da un IL-sistema. Ciò fa si che, 
se si ammette la validità di tali descrizioni sintattiche, si può concludere che i 
processi generativi di stati adulti comportanti almeno tre lobi, rendono neces- 
sarie sia delle interazioni cellulari, sia un controllo globale da parte dell’am- 
biente. 


Un'altra semplice applicazione dei TOL-sistemi viene fornita dal caso dello 
sviluppo di una efflorescenza, sottoposta ai due controlli globali che sono lo sta- 
to vegetativo e lo stato riproduttivo. Ma queste efflorescenze non sono morfo- 
logicamente delle strutture lineari. Sono delle strutture ramificate. Tali mor- 
fologie sono tuttavia descrivibili nel quadro degli L-sistemi a condizione di 


Figura 24. 


Efflorescenza prodotta da un L-sistema. 


— nidi nei fi e 
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esprimere le loro ramificazioni con una struttura parentetica, l’inizio di un ramo 
secondario essendo segnato con una parentesi sinistra e la sua estremità con 


una parentesi destra. Per esempio la struttura ramificata presentata nella figura 
24 sarà codificata dalla sequenza 


ccclec[ece[e]c]ec[cec]ec[c]e]eec{ce{ece]cce[c]e] 
cece[ccc[ce]ec]ece[ccc[c]]cec[c]ecc. 


dove c è il simbolo per cellula. 


( 
NEX 
; 2 


i IS 


Figura 25. 


Grafi di produzioni del TOL-sistema che produce l’arborescenza della figura 26. 
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Sia allora il TOL-sistema G=<X, 9, ©» [Herman e Rozenberg 1975, p. 
32] dove 
Z= fl, 2, 3, 4 5, 6, 7 8, (; ) À, B, C} 
dove 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8 rappresentano degli stati di sequenze cellu- 
lari prive di fiori e A, B, C rappresentano le tre principali fasi della 
fioritura: A, pre-fioritura (bocciolo); B, fioritura (fiore); C, post-fiori- 
tura (frutto); 


W=I 
P= {V, R} 
V R 
(vegetativo) (riproduttivo) 

1-21 1-4 
23 2-6 
3-4 3-8 
4-5 4>7(1) 
Sad Cai 
6-7(1) 039 
IT 777 


8-+7(A) | produzioni 8-7(A4) 
A-B inutilizzabili A4-B 


B-C a partire B-+C 
C+C da 1 C+C 
a! Cri 
)>) 3) 


Tavole di grafi rispettivamente Gy e Gr (fig. 25). La derivazione in G a partire 
dall’assioma 1, applicando prima la tavola V e poi la tavola R dà luogo per 
esempio alla seguente serie di sequenze (dove la freccia indica il cambiamento 
di tavola): 


SI 

So 21 

Ss 321 

Si qgzi 
Ss 54321 
Ss 7054321 


S, 77(1)70654321 

Ss 77(21)77(1)7654321 

Ss 77(321)77(21)77(1)7654321 

Sto 77(4321)77(321)77(21)77(1)70654321 

Su 77(54321)77(4321)77(321)77(21)77(1)7054321 


mera 


spie 
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Sia 77(7054321)77(54321)77(4321)77(321)77(21)77(1)7654321 

Sta 77(77(1)7654321)77(7654321)77(54321)77(4321)77(321)77(21)77 
(1)7654321 

Sta 77(77(21)77(1)7654321)77(77(1)7654321)77(7654321)77(54321) 
77(4321)77(321)77(21)77(1)7654321 

Sis 77(77(6A)77(A)7767(1)86A)77(77(4)7767(1)86A4)77(7767(1)86A) 
77(67(1)864)77(7(1)864)77(864)77(64)77(A)7767(1)86A 


Ste 77(77(7B)Y77(B)\7777(A)7(A)7B)77(77(B)\7777(A)7(A)7B)77 
(7777(A)7(A)7BY77(77(A)7(A)7B)77(7(A)7(A4)7B)77(7(A)7B) 
77(7B)77(B)7777(A)7(A)7B 


Si 77(77(170)77(0)7777(B)7 (BY )77(77(C)7777(B)7(B)Y7C)77 
(7777(B)7(B)7C)77(77(B)7(B)7C)77(7(B)7(B)7C)77(7(B)7C) 
77(70)77(CY7777(B)7(B)7C 


Ste 77777077 (07777 (CY7 (YO) (77 (0)7777(CY7(CY7C)77 
(7777(O)7(0)70Y77 (177 (07 (0)70)77(7(0)7(C)70)77(17(C)7C) 
77(70)77(CY7777(C)7(C)7C 


stazionaria. 


Questo processo ricorrente manifesta una notevole ripetitività morfologica. 
La sua formula di ricorrenza è S,=77(S,-6)S,-1. Sottolineiamo inoltre che, 
al momento del cambiamento di tavola, il passaggio dalle istruzioni 5-»76 e 
6-+7(1) alle istruzioni 5-+6 e 6-+7 induce l’esistenza di zone costituite da tre 
«cellule » consecutive prive di ramificazioni. Queste zone di transizione sono 
ben conosciute dai botanici. 

La sequenza Syg è rappresentata nella figura 26. 

Non daremo qui esempi conseguenti relativi all'applicazione degli IL- 
sistemi. Questi sono difatti troppo complicati. Ci limiteremo, per portare a 
compimento, seppur parzialmente, il nostro discorso, a segnalare che gli IL- 
sistemi permettono di risolvere il Firing Squad Problem (problema fonda- 
mentale, lo rammentiamo, di sincronizzazione) per una rete lineare in sviluppo. 
Il lettore ne troverà una esposizione nell’opera di Herman e Rozenberg [1975] 
già più volte citata. Nella stessa opera si può trovare la soluzione di un altro 
problema fondamentale detto del French Flag, problema che riflette un feno- 
meno biologico generale. «In parole povere il problema è creare un mec- 
canismo per cui un filamento di cellule inizialmente identiche si trasformi in 
una ‘bandiera francese” (un terzo rosso, un terzo bianco, un terzo blu) e ri- 
stabilisca questo modello malgrado forti interferenze esterne, quali, ad esem- 
pio, la rottura del filamento in due o più parti» [Herman e Rozenberg 1975, 
P- 313; cfr. anche Herman e Liu 1973, Herman e altri 1974, Wolpert 1968]. 
La programmazione di questi due processi, descritti con /L-sistemi, è stata si- 
mulata sul calcolatore utilizzando un programma Fortran (Formula Transla- 
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Figura 26. 


Arborescenza prodotta dal TOL-sistema della figura 25. 


tion) detto Celia, iniziali di Cellular Linear Iterative Array. Il programma 
Celia ha già permesso di simulare altri processi e di verificare determinate ipo- 
tesi; per esempio l’attività ghiandolare che dà luogo ai patterns della pig- 
mentazione nelle conchiglie e nei serpenti [Baker e Herman 1972; Herman 
e Liu 1973], sviluppo delle alghe e formazione di eterociti, regolazione e rige- 
nerazione dell’Idra. 

Per concludere, indicheremo come la teoria degli L-sistemi possa in certi 
casi estendersi allo studio di strutture multidimensionali. 

Un esempio semplice, dovuto a Lindenmayer, riprende una descrizione pio- 
nieristica, quella ad opera di Niàgeli nel 1845, relativa allo sviluppo delle foglie 
di Phuscum cuspidatum. Nigeli distinse tre tipi di cellule: I) la cellula pri- 
maria alla sommità della foglia; II) le cellule secondarie o marginali; III) le 
cellule terziarie o interne. Egli aveva poi individuato inoltre le produzioni se- 
guenti: 

I> I+I 
II II+JII 
II H+III 
III -+III 


24 tai n 
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DUO 
OP 
Il 

sgh 


a 


aa 


c 
Figura 27. 


Grafo di produzioni generanti la sequenza della figura 28. 


Per meglio esprimere queste produzioni e le proprietà di ricorrenza osservate, 
Lindenmayer introdusse l’OL-sistema G=<X, P, w) in cui 


L={a, b, c,d,e,f,g,h,i,j,k,l,m} 

w=@ 

P={a+bLc, b>aRi, c+d, d-eRg, 
e->f, f+hLh, gg, h>m, i—j, 
j=>RLg, k+IRI, 1->j, m-+fRg} 


insieme completo di produzioni il grafo delle quali è quello della figura 27. 
Questi dati sono «geometrici » nella misura in cui si consideri che le lettere di 
X rappresentino dei rettangoli e che le produzioni x+yLz (risp. x>yRz) rap- 
presentino le divisioni 


— (risp. —»_ ) 


La derivazione in G a partire dall’assioma @ dà la serie della figura 28, serie 
che soddisfa alle formule di ricorrenza: 
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| Per programmare tale scelta ci si darà quello che si chiama un linguaggio di 
controllo C, cioè un linguaggio sull’alfabeto degli U;, Dj, Ly, R,. Il linguag- 


(> gio generato dal sistema sarà allora per definizione l'insieme delle configurazioni 
i derivabili dell’assioma, attraverso l'applicazione di una sequenza di tavole ap- 
partenenti al linguaggio di controllo C. Nel caso trattato dai Siromoney, l’al- 

fabeto ® è un alfabeto a due simboli, X = (+, X) dove + è lo stato non-segnato 


È DI 


È 


ti DIO 


’esempio precedente è solo apparentemente bidimensionale, ed è per 
questo che si forniranno adesso alcuni esempi realmente bidimensionali [cfr. Ka) 
Siromoney 1974]. In questi modelli le cellule sono le caselle di una scacchiera SK 


quadrata (automi cellulari di dimensione 2) e le sequenze sono sostituite da 

configurazioni che supporremo rettangolari. Questa ipotesi permette di parlare Î 

senza ambiguità dei loro bordi, superiore, inferiore, sinistro e destro. Si con- { _ 
de 


sideri un alfabeto X ed un assioma o configurazione iniziale ©. Quanto alle 
produzioni, esse devono essere subito distinte in quattro tipi rispettivamente 
superiore, inferiore, sinistro e destro (notati U, D, L e R). Una produzione 
di un dato tipo non può essere applicata che ad un bordo dello stesso tipo di 
configurazione. Ma affinché una configurazione rimanga rettangolare al mo- 
mento del suo sviluppo è necessario che le produzioni applicate alle cellule 
di uno dei suoi bordi ad un dato stadio risultino tutte della stessa lunghezza. Si 
raggrupperanno quindi le produzioni in tavole che soddisfino a questa condi- 
zione. Noteremo queste tavole U,, ..., U,, Di, 4 Da La; + Lp Ra; i Ro ; 
relativamente al loro tipo. Ma in un simile sistema è necessario scegliere ad Figura 28. 

ogni stadio il bordo che si sottopone alla derivazione. : Sequenza prodotta dall’OL-sistema della figura 27. 


mt eri OO cia 
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e X lo stato segnato. Questi casi forniscono l’analisi di forme generabili attra- 
verso processi paralleli. 

Il primo esempio è quello dei quadrati nei quali le cellule marginali sono 
nello stato segnato e le cellule interne nello stato non-segnato. Questo insieme 
costituisce il linguaggio di un OL-sistema in cui il controllo è un linguaggio 
regolare. 


G= 


P= {R, R., Ù;, U,, L, D}, dove 
Ri= {++}, Ur ={t)) R=(0 e fa Ea), 
L={-+X .,X>XX},D= fuso XIZI 

C= {(R:U}"R,U,LD | n>0}. 


a) n=0: 
R U, L DXIXX 
a di - X 
XXX 
b) n=1: 
RU. .R U XXX L XXXX p XXX 
1 10000420 0 XU2 Xe èX 
RETE Pira ose dieNoe e Au 
noi "> X 0 Pa 
XXXX 


eco. 


Il secondo esempio è quello dei quadrati ove ogni cellula è nello stato se- 
gnato. 


= 
P= {R, D} dove 

R= {x-+xx}, = {xx3} 
C= {(RDY"|n=1}. 


Ma se si parte dall’assioma © =, e se ci si limita al controllo C= {(RD)?| 


n=1} che è context sensitive, si genera in questo modo l’insieme dei quadrati 
di lato 2”, 

Si può mettere in evidenza che questo linguaggio non è generabile con un 
linguaggio di controllo context free. 

Il terzo esempio è quello di una estensione bidimensionale di IL-sistemi 
che permettano di generare delle spirali quadrate. G=<X, 9, £, ®, C> 
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XXX 
= X è X 
# AC 


£ simbolo dell’ambiente 
P= {R,, R, Li, L,, U,, Ug, D,, Da}, dove 
Re dA Reis plebe {ox}, 
u=fexrte, 1°, «XXt+5%, XXX1X5K, XX4Xy°, «Xgttg) 
XX 
U,=Ax1%,1 5 ì 
X . . P 
Di={%, XX x i 10 de Xx 
Di={xxx}x, Hate, xgtg, 4} 
C= {(R,R,L,L,U,U,D,D,)"|n=1} regolare. 


X, XXX A}, 


Per 2=1 si ottiene per esempio la derivazione seguente: 


XXXRXXX- RXXX< XL <XXX-XL, 
NENTI NNO Na A 
°° o °X. o °XNe°X o 0.°X.X 


DRITTE, XXXXXXX 
LX XXX XU, x.xxx.xU.X° 0.0. *X D, 
SAAX ALY. rx. Xx L'ALXLK 


X 0 00Xo.X n XeXNeXeX 
dae A Miao re e 

XXXXXXX XXXXXXX 

DECCA Nea avele D 


DI CSAAA ADITI 
'KXeXeX.X 


Xe 00°X.%X 
XeoeXe.eX 
FRRIRIA SIRIR:I 


Questi esempi, che rimangono molto limitati nella misura in cui le tavole 
sono costruite ad hoc in funzione di un risultato scontato, hanno nondimeno 
il vantaggio di proporre dei casi semplici di applicazione della nozione impor- 
tante di linguaggio di controllo. 

Ma la vera generalizzazione degli L-sistemi è quella, si può dire, dei GL- 
sistemi, nei quali l’infrastruttura geometrica non è più una catena lineare, né 
tantomeno una scacchiera, ma un grafo astratto qualunque. Questi GL-sistemi 
sono dunque delle reti di automi in sviluppo. Ad ogni tappa del processo, ogni 
vertice darà origine, seguendo le regole di transizione, a un grafo, questi grafi 
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connettendosi fra loro in modo compatibile alla struttura globale della rete 
nella tappa precedente. Risultati in questo senso sono stati ottenuti da Linden- 
mayer e Culik [1974]. Essi considerano grafi etichettati, orientati, semplici e 
senza cicli chiusi. L'etichetta di un vertice controlla il sottografo prodotto da 
quel vertice. Le etichette degli spigoli controllano le connessioni tra questi 
sottografi. Queste ultime intervengono nei sistemi in cui le cellule sono mu- 
nite di meccanismi che permettono loro di distinguere fra diversi tipi di interni. 

Sia dunque G = (.X, U) un grafo, X l'alfabeto delle etichette dei vertici e A 
quello relativo agli spigoli. Si ha una partizione X=UX, dell’insieme X 


cer 
dei vertici ed una partizione U= U Us dell’insieme U degli spigoli. Sia dato 
deA 
in più un vertice g per rappresentare l’ambiente. Gli spigoli di G connessi a £ 


verranno detti esterni, gli altri interni. Chiamiamo g-grafo un grafo di questo 


genere. Essendo dato un g-grafo e a ->- 5 uno di questi spigoli interni, a e 5 
sono in grado di generare nella tappa successiva due g-grafi a e f} nei quali 
la connessione deve essere programmata. Come viene operata una tale pro- 
grammazione? Essa poggia sulla nozione di stencil! definita da Lindenmayer e 
Culik. Uno stencil y è semplicemente un g-grafo bipartito, vale a dire un 
g-grafo in cui ogni vertice è segnato con un simbolo s (source ‘sorgente’) o 


vi 


Vs 


Figura 29. 
Uno stencil Y e i suoi grafi sorgente e bersaglio Y, e Y;. 
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con un simbolo # (target ‘bersaglio’). Questi contrassegni bipartiscono l’in- 
sieme dei vertici di y e permettono di definire il grafo sorgente y, ed il grafo 
bersaglio y; (fig. 29). I dati riguardanti un certo numero di stencil fanno 
parte dell’insieme dei dati relativi al sistema. Essi permettono di risolvere la 
questione della connessione tra a e attraverso le regole seguenti: 


S;) Il grafo sorgente y, di y deve essere un sottografo di a ed il grafo 
bersaglio y, un sottografo di ft. 


g-grafo p 


£ g-grafo a sa p # 


Figura 30. 
Connessione dei g-grafi a e { attraverso lo stencil y della figura 29. 
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3) Per ogni spigolo di y, a;-+b{, contrassegnato è si deve avere 1) uno 
spigolo esterno 45 È & di « contrassegnato $ che vada dal vertice 47 
corrispondente ad @' in a al vertice dell'ambiente g; 11) uno spigolo 


5j : ; . 
esterno g-+bj di f contrassegnato è che vada da g al vertice bf, corri- 
spondente a 2’ in ft. 

In queste ipotesi, si connettono allora « e } aggiungendo le connessioni 
8 E È I n pila Seal 
ai->g-+bg, vale a dire gli spigoli di y. Indichiamo con « > f il risultato della 
connessione. Ogni volta che y è il grafo vuoto A, queste ipotesi S, ed S, sono 
verificate automaticamente e x-> non rappresenta che la somma disgiunta 
di « e di pì, disgiunzione che esprime l'interruzione della connessione iniziale 
a->b (fig. 30). Si può allora definire naturalmente un GOL-sistema G come 
costituito da: 
— due alfabeti X e A; 
— un g-grafo non vuoto S su (2, A): assioma; 
— un insieme finito completo di produzioni c+x dove ceX ed « è un 
g-grafo su (2, A); 
— un insieme finito di regole di connessione $+y dove Se A e dove y è 
uno stencil. 


In modo parimenti naturale, si definisce, a partire dall'operazione x->f, la 
derivazione in G. Il linguaggio di G è l'insieme dei g-grafi derivabili in G dal- 
l’assioma S. 

A partire da ciò è possibile riconsiderare tutta la teoria degli L-sistemi, 
esaminando le diverse capacità generative dei GL-sistemi. Questi sistemi sono 
per costruzione adatti all’analisi delle proprietà combinatorie delle organizzazioni 
multidimensionali programmate e soggette ad una azione dell'ambiente. Ben- 
ché essi non siano applicabili se non sotto ipotesi decisamente forti, tuttavia 
promuovono una trasformazione, che possiamo definire radicale, dello statuto 
della modellazione. Sviluppando ampiamente un neomeccanicismo ed oppo- 
nendosi strenuamente al risorgere di diversi neovitalismi, essi portano ad un 
culmine la nozione di acentrismo e — mettendo in luce nei sistemi biologici 
ciò che è importante della teoria unificata delle reti e dei linguaggi - rendono 
autonomo quello che si può chiamare un livello sintattico delle organizzazioni 
complesse, livello la cui pregnanza ed efficacia erano finora insospettate. 


5. Conclusione. 


È opportuno, per concludere, fare qualche osservazione sul modo in cui il 
paradigma acentrista opera nel pensiero contemporaneo. 

Come si è visto, la nozione di acentrismo tenta d’indagare la situazione 
seguente: in che modo elementi interconnessi, i quali tuttavia non possiedono 
delle rappresentazioni globali delle loro connessioni, possono ciò nonostante 
agire in accordo con questa struttura. 

La pregnanza immaginaria di questa situazione è evidente e spiega, in parte, 
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il suo impatto nella critica contemporanea della ragione del centro, del potere. 

Come ogni produzione discorsiva, la critica contemporanea del potere de- 
nunzia un certo numero di metafore, mentre al tempo stesso ne attualizza e ne 
ordisce delle altre. Ciò per delle ragioni strutturali che sarebbe fuor di luogo 
affrontare qui. Ora, l’analisi più superficiale di questa trama vi discerne due 
isotopie principali, che vi sono intrecciate al punto di divenire indiscernibili. 
Da una parte un’isotopia acentrista: reti, delocalizzazioni, decentramento, dis- 
seminazione, dispersione, ecc. Dall’altra un’isotopia fondata sul singolo even- 
to: discontinuità, rottura, frattura, taglio, faglia, deiscenza, sfaldatura, ecc. 

Di qui due questioni: 


1) quale è la validità operativa di questo duplice paradigma? 
2) la complicità d’isotopie che lo congegnano è reale? 


Si tratterà qui essenzialmente della prima. Sono possibili due atteggiamenti: 
si può considerare da una parte che il paradigma acentrista sviluppi come 
tale una nuova ideologia, prodotta dalla trasformazione infrastrutturale delle 
società «informatizzate »; dall’altra che palesando dei meccanismi immanenti, 
questo paradigma permetta di rompere con una razionalità alla quale aderisce 
ancora il concetto stesso d’infrastruttura. 

La risposta non è evidente, in quanto ciò che essa coinvolge è esattamente 
lo statuto di obiettività delle strutture sociali. 

Sebbene le strutture sociali pongano in rilievo processi diversi di controllo 
e di regolazione che ne assicurano la riproduzione e la stabilità; sebbene que- 
sti processi regolino sistemi ipercomplessi di codici e di ideologie, di strati 
infrastrutturali e di strati simbolici, di economie materiali e di economie pul- 
sionali, sebbene queste economie, questi strati, questi sistemi siano analizzabili 
a partire da principî e da metodi legittimi, non ne segue per questo con mi- 
nore evidenza che la struttura non è qui (contrariamente ai sistemi informa- 
tici e biologici) un dato, ma uno schema, che si impone al sistema per assu- 
merlo. L’analisi strutturale delle società capitaliste non è semplicemente un 
atto di descrizione e di modellizzazione, è anche un atto normativo avente per 
fine di aggettivare l'imposizione di una metafora. Imposizione teorica che viene 
a colmare il buco che produce in queste società ciò che Deleuze ha chiamato 
la decodificazione assoluta, ossia il dileguarsi degli scambi simbolici. 

Questo svuotamento sociale del simbolico (che ha come correlato quella 
sua riconquista di territorio nella soggettività privata che è l’inconscio freu- 
diano) fa sf che la struttura — come infrastruttura simbolica - non vi sia che 
come parvenza, come mimesi. Ma mimesi di nulla, mimesi, come dice Derrida, 
senza imitazione, senza ripetizione, senza significato, mimesi che è tuttavia la 
sola oggettività della struttura. Proprio per questo si potrebbe dire che, per 
noi, la struttura è l’illusione trascendentale del suo reale. Proprio per questo, 
inoltre, definire la struttura è anche produrla analogicamente nella discorsività 
che la circonda. Proprio per questo, infine, le metafore che ordiscono questa 
discorsività non sono ideologiche: rappresentano l’allucinazione del reale come 
traccia del simbolico. 


3I 
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In breve, nel concetto di struttura sociale applicato alle economie capitali- 
stiche contemporanee, il termine ‘struttura’ entra in gioco al tempo stesso co- 
me causa e come presupposto. Il suo modo di apprendimento è di conseguenza 
necessariamente quello di una realizzazione nel duplice senso di una presa di 
coscienza e di una messa in atto: presa di coscienza di un eterogeneo sempre 
già opaco ma creduto infine reso alla propria efficacia; messa in atto di un 
esercizio pratico-teorico che è anche una determinazione politica. Si potrebbe 
senz'altro dire che il concetto di struttura sociale ha per noi lo statuto di un 
performativo (come la coscienza per Descartes). 

Di qui il paralogismo di una causa che non sarebbe solamente formale. 
Poiché più questa causa si manifesta come causa, più essa si manifesta anche, 
ed in ultima istanza, come presupposto, come «internalizzazione » operata dal 
sistema di una metafora assiomatica. È dunque a causa di una illusione struttu- 
ralmente necessaria che la struttura assicura la sua oggettività. La sua evidenza 
non proviene dal suo essere. Essa dipende da una istanza estrinseca specifica, 
che è quella del potere. 

Ciò che è certo è che il potere produce: produce del reale, lo produce rea- 
lizzandone l'evidenza. E non solo come ideologia. 

Ciò che occorre comprendere, è che uno dei tratti più specifici della sensi- 
bilità teorica contemporanea è che l’istanza stessa del potere come produttore 
del reale non è più da pensare, ma da interpretare, come un sintomo. E pro- 
prio in quanto si considera teoricamente il potere come qualcosa da interpreta- 
re, si può sostenere la tesi che esso è produttore del reale, disseminando in 
diagramma immanente il significante formale la cui struttura è metafora. 

Si può in un primo tempo utilizzare per fini critici — anche se in modo non 
critico — il paradigma della rete, opponendolo a quello dell’albero. Quest’ulti- 
mo, oggettivandosi per differenza come gerarchico, può essere pensato come 
matrice immaginaria e simbolica della ragione teoretico-politica occidentale. 
Si vede perché: l'albero è la derivazione dicotomica, la canonizzazione di «di 
due cose l’una », il metodo stesso. Come ironizzano Deleuze e Guattari [1976, 
trad. it. p. 50], «è strano come l’albero abbia dominato la realtà occidentale 
e tutto il pensiero occidentale, dalla botanica alla biologia, l'anatomia ma an- 
che la gnoseologia, la teologia, l’ontologia, tutta la filosofia...: il fondamento- 
radice, Grund, roots e foundations». Grafo migratore e schema invariante, spa- 
zio preliminare alla vita e nervatura delle tassonomie, esaustività enciclopedica 
e soprattutto mancanza di mancanza, la figura dell’albero — genealogico, topo- 
logico, logico — occuperebbe dunque lo spazio imperialista del fallogocentrismo. 

La disposizione dell’opposizione dei paradigmi centrato/acentrato su al- 
bero/rete permette allora di raddoppiare cosi — ossia di «specializzare » — la 
topica del reale, del simbolico e dell’immaginario: 


albero rete 


simbolico, reale 
immaginario 
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permette di supporre, a cose fatte, che nel momento in cui, al livello del dire, 
l'immaginario al potere era quello dell’arborescenza gerarchica, non era lo 
stesso al livello del fare poiché l’esercizio reale del potere era in effetti ga- 
rantito da un’istanza completamente diversa, questa volta disseminata, retico- 
lata. Tale è in parte la tesi di Foucault in Surveiller et puntr [1975]. L’immanenza 
propria delle società disciplinari (quelle della castrazione penale) dissemina 
ovunque le relazioni del potere. Esse le fanno giocare «non al di sopra, ma nel 
tessuto stesso della molteplicità » [Deleuze 1975]. Si interpreta dunque il reale 
immanente delle società disciplinari come mimesi (diagramma) del paradigma 
della rete, supposto qui causa. 

L’ambiguità di questo metodo consiste nel fatto che in un secondo tempo 
diviene necessario criticare tale paradigma come tale, come prodotto eventua- 
le dei rovesciamenti infrastrutturali e tecnologici del capitalismo contempo- 
raneo. 

Diviene di conseguenza indecidibile sapere se si tratta di una proiezione 
retrospettiva sul fatto storico delle società borghesi del paradigma acentrista, 
supposto contro il loro proprio dire e contro il loro proprio fare, o se viceversa si 
tratta del palesarsi di un acentrismo realmente causa, sempre contro il loro pro- 
prio dire, ma non pit contro il loro proprio fare. Questo indecidibile si esprime 
dicendo che «un diagramma non funziona mai per rappresentare un mondo obiet- 
tivo; al contrario esso organizza un nuovo tipo di realtà. Il diagramma non è 
una scienza, è sempre una questione di politica. Non è un soggetto della sto- 
ria, né si erge al di sopra della storia. Esso fa storia». 

L’indecidibile è l’effetto di ciò che il potere è giunto ad interpretare per noi, 
è un segno del fatto che la sua idea ormai non nasconde più il suo funzio- 
namento. Se il potere è fallito (l’interpretazione supplisce a questo fallimento) 
è perché l’idea del potere non corrisponde più a dei poteri empirici che essa 
rappresenterebbe, è perché essa viene meno ai suoi compiti. Proprio per que- 
sto si richiede ora un’interpretazione. Proprio questa è la cosiddetta crisi del- 
l’autorità. Crisi che trova la sua articolazione nella sparizione degli scambi 
simbolici, cioè nell’azione di decodificazione e nel passaggio ad un regime 
astratto delle economie occidentali. 

Questa problematica non è priva d’incidenza strategica poiché, come la rias- 
sume Deleuze [1975], la microfisica foucaultiana ha come correlato una ri- 
messa in causa delle tesi centrali del marxismo: 


‘1) tesi della proprietà: il potere sarebbe la proprietà di una classe che 
l'avrebbe conquistato; 

2) tesi della localizzazione: il potere sarebbe potere di Stato; 

3) tesi della subordinazione: il potere incarnato nell’apparato dello Stato 
sarebbe subordinato ad un modo di produzione come ad una infra- 
struttura; 

4) tesi del modo d’azione: il potere agirebbe per mezzo della repressione o 
della ideologia; 

5) tesi della legalità: il potere dello Stato si esprimerebbe nella legge. 
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A ciò Foucault risponde rispettivamente: 


1) il potere è meno una proprietà che non una strategia; 

2) la localizzazione non è che la risultante di una tecnologia del potere, 
della sua microfisica; 

3) il potere è strettamente immanente, è uno spazio seriale; 

4) il potere non agisce per repressione 0 ideologia, esso produce del reale, 
quello della normalizzazione; 

5) la legge non è in effetti che una gestione ben temperata delle diverse 
illegalità, il potere dello Stato non si esprime in essa. 


In breve, ciò cui pone termine Surveiller et punir è una complicità (anche 
marxista) attorno allo Stato, e questa rottura non può effettuarsi che mediante 
l'equivoco significante del paradigma acentrista, il quale permette di scrivere 
e qualificare l’immanenza del diagramma. Si è detto «equivoco significante »: 
il fatto è che in effetti la figura stessa della disseminazione è un effetto di su- 
perficie dell’informatizzazione delle infrastrutture. Si può dunque fare l’ipotesi 
che la critica foucaultiana del marxismo non faccia altro che interpretare il 
potere storico borghese allucinando il suo reale a partire da una figura del 
capitalismo astratto contemporaneo, figura de-localizzata della sua causa reale 
per mimare efo realizzare la causa supposta della struttura che la precede. 
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La teoria delle organizzazioni acentrate rientra in parte nell’ambito di quelle atti- 
vità di calcolo e tecnologiche che costituiscono le simulazioni dei sistemi complessi 
(cfr. simulazione, sistema). Tuttavia, l’esplicitazione delle proprietà dei sistemi acen- 
trati, oltre ad avere un intrinseco valore modellizzatore (cfr. modello) fornisce anche 
la possibilità di affrontare in modo nuovo i problemi della struttura sociale, formaliz- 
zando rapporti e comportamenti, certo ridotti al livello individuale. Restando in campi 
in cui l’applicazione del paradigma acentrista rischia meno di essere controversa, si può 
vedere, trattando delle reti di automi (cfr. rete, automa, grafo), come sia possibile lo- 
calizzare (cfr. locale/globale) sia l’intelligenza delle componenti di un sisterna, sia l’in- 
formazione di cui esse dispongono, il che consente di affrontare in modo nuovo proble- 
mi classici (cfr. combinatoria, labirinto). 


436 


luogo restano tut- 
contemperare le 
stinazione del 
“ino a tempi 
clima, la 

‘cono a 

‘ro il 

a- 


Combinatoria 


1. Introduzione. 


1.1. Un tentativo di definizione. 


Il talento combinatorio si manifesta quando si tenta di combinare in tutti i 
modi possibili degli elementi semplici dati in numero finito secondo una regola 
di combinazione. Cosi il giocatore di bridge che immagina tutte le distribuzioni 
possibili delle carte degli avversari compatibili con le dichiarazioni fatte; il chi- 
mico che esamina tutte le combinazioni di atomi di carbonio, d’idrogeno e di ossi- 
geno conformi alle leggi della valenza; il legislatore che elabora una legge eletto- 
rale che permetta di fare lo spoglio non solo della prossima consultazione elet- 
torale, ma di tutti gli scrutini analoghi; l’informatico che deve trasferire un pac- 
chetto di informazioni da certe memorie ad altre senza distruggere questa o 
quella informazione (egli sceglie tra i cammini possibili uno di quelli che meglio 
garantiscono il trasferimento delle informazioni da proteggere); il capo cantiere 
che organizza l’attività delle maestranze (egli immagina i calendari di lavoro che 
rispettano l’ordine della costruzione ed i vincoli di carico e di ingombro del can- 
tiere) sono altrettante manifestazioni del talento combinatorio. Ma la combina- 
toria propriamente detta,comincia allorché il talento combinatorio mette in 
opera (più o meno completamente) i principî che seguono. 

Il primo principio consiste nell’enumerare; stabilire una lista esaustiva e sen- 
za ripetizioni della famiglia combinatoria considerata: oggetti definiti mediante 
elementi semplici ed una regola di combinazione (problemi dell’ordine di nu- 
merazione, del costo per il conseguimento del prossimo oggetto della lista te- 
nuto conto del fatto che i precedenti sono acquistati, della codificazione econo- 
mica degli oggetti, ecc.). Un caso particolarmente intricato è quello ben noto 
del catalogo dei nodi topologicamente distinti, che non si sa stabilire sistemati- 
camente a partire da una certa complessità. 

Il secondo principio consiste nel computare: trovare l’effettivo di una fami- 
glia combinatoria (0 si suppone fatto l’inventario raccomandato dal primo prin- 
cipio e si contrassegna con dei numeri, o si stabilisce per ricorrenza una formula 
di effettivo, che sia funzione del numero di elementi semplici, o ancora si co- 
struisce una funzione generatrice che assuma in un punto il valore dell’effettivo 
cercato). Coloro che si dilettano di giochi informativi (come il master mind) po- 
tranno constatare eseguendo essi stessi il calcolo la difficoltà d’introdurre un 
po’ di metodo nel computo delle sistemazioni distinte di p palle identiche ri- 
partite in modo dato tra gq colori in 7 scatole identiche ripartite in modo dato 
tra s colori (per esempio: gettare due palle rosse e tre blu in una scatola bianca, 
due scatole gialle e tre scatole verdi; risposta: 136). 

Il terzo principio consiste nell’organizzare: valorizzare le relazioni naturali 
interne alla famiglia combinatoria considerata (si definisce un intorno, o una 
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relazione d’ordine tra gli oggetti, o ancora una trasformazione che a partire da 
un oggetto ne generi altri). L'esempio delle grammatiche generative è appunto 
quello di una organizzazione data di primo acchito per un lessico combinatorio 
artificiale. 

Infine il quarto principio consiste nello studiare la dualità della regola e della 
combinazione: considerare alternativamente le combinazioni conformi ad una 
regola data e le regole che formano una combinazione data (cambiare la regola 
— un po’ s’intende — non è il modo migliore per sentire come essa operi? A con- 
dizione di saper definire il «piccolo cambiamento » nella regola). Nella organiz- 
zazione dei compiti, per esempio, si cerca di restringere progressivamente i vin- 
coli di anteriorità e di carico senza rendere impossibile un calendario di lavoro 
possibile scelto in un primo calcolo. 

La combinatoria, in mancanza d’assiomi e di fondamenti teorici, non è su- 
scettibile di definizione; tuttavia i quattro principî enunciati le conferiscono un 
obiettivo ambizioso di sapere generale, che la differenzia definitivamente da una 
raccolta d’indovinelli. 


1.2, Combinatoria e prassi. 


Per quanto generale sia il metodo dell’ars combinatoria moderna, esso non 
avrebbe riportato tanti successi nel corso degli ultimi duecento anni se avesse 
girato a vuoto, se le sue finalità non fossero state buone. Gli antichi avrebbero 
potuto scrivere una buona parte della combinatoria degli anni ”70, ma erano privi 
di problemi pratici e profondi, costituenti una posta immediata per gli uomini (il 
problema di Pascal e del cavalier di Méré è un’eccezione). Di qui il loro scivo- 
lare verso temi assoluti ed incontrollabili, come la ricerca di Mersenne di tutte le 
combinazioni possibili delle note musicali e quella di Leibniz dell’alfabeto dei 
pensieri umani: come se la combinatoria contenesse, in qualche teorema, il pas- 
saggio dalla nota alla sinfonia, dai colori elementari ai quadri d’autore, dagli 
ideogrammi ai saggi metafisici. Si tornerà su questo scivolamento che fonda una 
speranza di natura semantica su una combinatoria dei segni. Esso costituisce un 
pericolo parascientifico sempre ricorrente, e che si denunzia qui come illusione 
combinatoria. (Il metodo strutturalista di Lévi-Strauss è completamente oppo- 
sto: a partire da dati antropologici minuziosamente raccolti si sviluppa una logica 
del sensibile che autorizza entro certi limiti di interpretazione delle esplorazioni 
combinatorie). 

Oggi la combinatoria è sempre più presente nel linguaggio corrente, dal mo- 
mento che contribuisce tanto alla comprensione del reale (il codice genetico, i 
sondaggi d’opinione), quanto alla costruzione di opere (le reti di comunicazione, 
le banche di dati). 

I problemi combinatori nascono là dove si definiscono convenientemente de- 
gli elementi semplici in numero finito. Non ci sono difficoltà con gli atomi che si 
concatenano in molecole e le molecole che costituiscono un gas, né con i vagoni 
che formano un treno nelle stazioni di smistamento. 

AI contrario nelle applicazioni della teoria dei giochi strategici la difficoltà 
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sorge dal disaccordo fondamentale degli attori: nel caso della strategia del ter- 
rore reciproco, sviluppata negli anni ’60 negli Usa, una scomposizione dell’azione 
in elementi semplici ha preso il nome di «risposta flessibile »: gli strateghi ame- 
ricani tentano di definire le tappe di una escalation in base alla quale sarebbe pos- 
sibile applicare la combinatoria della teoria dei giochi all’affrontamento delle due 
potenze nucleari. La scelta delle tappe non va da sé: perché gli avversari dovreb- 
bero intendersi sugli elementi semplici preliminari? Gli strateghi sovietici par- 
lano da parte loro di «ritorsione massiccia » (una sola tappa, una sola risposta più 
o meno probabile, più o meno istantanea!) Come si vede, la combinatoria razio- 
nale del gioco del terrore delle due superpotenze è compromessa sin dall’inizio, 
per mancanza di combinazioni comuni. La lezione di questo scacco è infatti di 
portata molto generale: non tutti i campi delle scienze umane sono suscettibili 
di una discretizzazione operatoria. 

Viceversa, un campo ideale per l’osservazione combinatoria è quello delle 
lingue naturali. Si può citare, come buon esempio di osservazione statistica, quel- 
lo degli hapax, da cui si ricava una legge empirica sorprendente, senza teoria 
esplicativa. Alcuni eruditi hanno richiamato l’attenzione sulla grande quantità 
di parole che compaiono una sola volta, o hapax, nell’opera di Omero e di Dante. 
E legittimo chiedersi se la proporzione degli hapax nel vocabolario aumenti o di- 
minuisca con la lunghezza del testo. Di fatto, essa rimane stabile, e spesso vicina 
alla metà del vocabolario utilizzato nell’opera. Al punto in cui si è con lo spo- 
glio automatico dei testi (per esempio: il Trésor de la langue frangaise, Nancy), 
si può affermare: per quanto lungo sia il testo, esso non esaurisce il vocabo- 
lario. 

Negli anni ’20 apparvero grandi problemi combinatori con la pianificazione 
degli esperimenti in biologia e agronomia. Si trattava di effettuare test tra più se- 
menti in terreni e condizioni diversi. E poiché il numero di situazioni possibili è 
immenso, ci si propose di costruire un piano economico comprendente un pic- 
colo numero di test ben distribuiti: è lo sviluppo delle configurazioni equilibrate 
(Fisher e Yates). I metodi adottati trovarono in seguito applicazione nella co- 
struzione dei codici, altri gioielli della combinatoria (la guerra del 1914 non fu 
anche una guerra di codici, vinta dai crittografi francesi?) 

Negli anni ’40 e ’50 le esigenze pratiche hanno molto stimolato la ricerca 
combinatoria. L'analisi operazionale delle grandi imprese, il rifornimento delle 
basi militari, la gestione delle scorte, l’organizzazione del trasporto delle merci, 
la gestione economica delle riserve energetiche pongono nuove questioni mate- 
matiche. Si avevano le lezioni di Monge alla Ecole du Génie su «sterri e terra- 
pieni», ma in termini geometrici troppo lontani dai calcoli reali. Ora i calcoli di- 
vengono imperativi nel nuovo contesto economico. Si rilancia lo studio dei polie- 
dri, si elabora la teoria della programmazione economica in numeri interi, e la 
teoria dei grafi, nata nel 1736 con Eulero e un po’ trascurata dopo Kénig (1936), 
riprende slancio. 

Negli anni ’60 e ’70 è la gestione delle informazioni — o informatica - che co- 
stituisce il campo della combinatoria. Si organizzano i dati, si immagazzinano 
e trasportano, si decompone ogni calcolo in passi elementari che si ordinano nel 
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calcolatore. Per assegnare dei comandi agli automi si creano linguaggi artificiali, 
che suggeriscono una sempre più grande varietà di modi per realizzare uno stesso 
calcolo. Si ottimizzano il tempo di calcolo, lo sforzo umano, i rischi di errori, le 
condizioni di controllo. 

Gli anni ’80 saranno probabilmente per la combinatoria quelli della gestione 
delle collettività, cioè dell’analisi operazionale del funzionamento di un gran 
numero di unità cooperative gelose della loro libertà di iniziativa, ove la coerenza 
d’insieme procede dalla aggregazione di tutte e non dal rapporto di ciascuna con 
un centro. Le organizzazioni sociali, come gli organismi viventi, saranno più 
preoccupate del consenso delle loro parti che dell’assoggettamento di queste ad 
una regola comune prestabilita. Si parlerà meno dell'adattamento di un organismo 
all'ambiente e più dell’evoluzione dell’organismo per mantenere l’armonia delle 
sue parti. In questo contesto emergeranno nuove questioni sulla combinazione 
delle influenze locali dei molteplici agenti di decisione, sul gioco combinatorio 
degli scambi fino allo stadio di una coscienza collettiva. La combinatoria sarà 
sempre in primo piano tra gli sforzi per razionalizzare. Anche per analizzare le 
crisi, le esplosioni, le fusioni, o altre «catastrofi » (nel senso matematico di Thom), 
la combinatoria tenterà di trovare le configurazioni critiche di un sistema sociale 
acentrato. Nello stesso tempo si svilupperà con lo stesso spirito l’analisi dei 
dati qualitativi, poiché si tratterà non più di ridurre delle osservazioni a criteri 
economici centrali, ma di conciliare o aggregare qualità molteplici, come già 
preconizzava Condorcet nei suoi lavori matematici sulla democrazia. Lo scopo 
sarà quello di liberare una corrente latente progressiva, o di elaborare un’armo- 
nizzazione delle azioni individuali. 

Ma possono allora sorgere due antinomie di natura combinatoria. Prima an- 
tinomia: più l'elaborazione del consenso tiene conto delle opinioni e delle ini- 
ziative di ciascuno, più lo sguardo individuale sull’insieme diviene combinatoria- 
mente complesso. Ora, la libertà individuale è instabile se l’accesso individuale al- 
l’informazione è difficile e se la comprensione dei meccanismi del consenso e del 
ruolo individuale non è immediata. Seconda antinomia: l’istinto ludico ha portato 
gli uomini a darsi un quadro di vita (la metropoli) e di attività (la multinazionale) 
di un certo livello di complessità; e la complessità combinatoria è suscettibile 
di crescere su se stessa. Ora l'eccesso di complessità sommerge lo spirito umano 
e soffoca il piacere. 


1.3. Arte e combinatoria. 


C'è anche l’aspetto estetico della combinatoria. Il medioevo congiungeva in 
una stessa facoltà lo studio della musica e della matematica. Oggi l’arte e la com- 
binatoria realizzano una sintesi che non comporta obblighi di fedeltà né in un sen- 
so né nell’altro. Degli artisti guardano alla scienza di cui hanno una conoscenza 
profonda e particolareggiata. Per Le Corbusier il rapporto aureo e il Modulor 
non sono dei gadgets, ma dei concetti universali dello spirito umano che regolano 
una combinatoria dello spazio abitativo. Vasarely con i suoi trompe-l’eil dai vo- 
lumi oscillanti e Perry con gli inscatolamenti simmetrici, esauriscono le reticola- 
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zioni del piano e la combinatoria dei poliedri regolari di Eulero, Poinsot, Cauchy 
e Coxeter. Xénakis, per scrivere la sua musica, utilizza la combinatoria dei giochi 
di Neumann e i processi aleatori di Poisson. Queneau scortica combinatoria- 
mente i testi per rivelarne un nuovo sapore, racconta nella lingua delle macchi- 
ne, dispiega un «meccano» del «francese matriciale», e fonda su dieci sonetti 
regolari l'immenso edificio di «centomila miliardi di poemi». Perec, privandosi 
della lettera «e» per tutto il romanzo intitolato La Disparition, impone alla lin- 
gua francese una costrizione che scuote la linguistica. Poi costringendo la lingua 
al parossismo permuta poeticamente le sue Ulcérations in 399 modi di cui ecco i 
primi diciannove: 


000 ULCERATIONS Ulcérations 

O0I C@EURALINST 

002 INCTSAOULRE Ccoeur à l’instinct saoùl 

003 CLUSATRONEI reclus à trone inutile 

004. NUTILECORSA Corsaire coulant secourant 
005 IRECOULANTS l’isolé, 

006 ECOURANTLIS tu crains la course intruse? 
007 OLETUCRAINS 

008 LACOURSEINT Calotin nul, ta sorcière 
009 RUSECALOTIN t'inocula son lucre si tacite 
010 NULTASORCIE (l’ours naturel, Caîn solaire, 
OII RETINOCULAS scout nanti, ruse collante, 
012 ONLUCRESITA sourcier, cousin...) 

013 CITELOURSNA La trace luit. 


O14 TURELCAINSO 

015 LAIRESCOUTN nti 
016 ANTIRUSECOL 

017 LANTESOURCI 

018 ERCOUSINLAT 

OI9 RACELUIT 


Lo spazio, la musica, la lingua offrono delle occasioni privilegiate al quarto 
principio sul gioco dei vincoli: quando canta la dualità dell’oggetto e della re- 
gola, sgorga allora l'emozione artistica! 


1.4. Il terreno della combinatoria astratta (o matematica). 


Da un lato la spinta della pratica, dall’altro l'organizzazione della razionalità. 
Cosi s'è costituita la combinatoria astratta, divenuta uno dei grandi capitoli della 
matematica. Essa raccoglie i problemi matematici del finito, non classificati an- 
cora in una teoria costituita. Non vi si troverà dunque lo studio dei gruppi finiti, 
che godono delle proprietà generali dei gruppi, né il calcolo delle trecce, ricon- 
ducibile a manipolazioni sui gruppi finiti. L'insieme dei sottoinsiemi di un insie- 
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me era un tema combinatorio per Cardano, ma si sa oggi che esso è organizzato in 
reticolo, in gruppo ed in algebra di Boole. Per converso, si può chiamare sistema 
combinatorio una famiglia di sottoinsiemi tale che nessuno di essi sia contenuto 
in un altro: il terzo principio, vale a dire l’organizzazione dei sistemi combina- 
tori, non propone delle strutture algebriche classiche che esaurirebbero l’argo- 
mento. 

La combinatoria è invero uno strano corpo di conoscenze, i cui soggetti ten- 
dono ad evolvere per separarsene. Cosf, nel x1x secolo, la scuola tedesca intraprese 
un'analisi combinatoria del simbolismo matematico, ed effettuò un enorme lavoro 
di tabulazione, in seguito al quale Boole e la scuola inglese dominarono l’argomen- 
to mediante la logica algebrica. Un altro esempio famoso è quello del calcolo delle 
probabilità: la probabilità fu a lungo intesa come un rapporto d’un numero di casi 
favorevoli rispetto ad un numero di casi possibili di una esperienza su elementi 
semplici, fino alla assiomatica di Kolmogorov degli anni ’30, che costituisce una 
grande semplificazione facendo della probabilità una misura di avvenimenti re- 
golata da assiomi. Divenne possibile dire che una opinione misura 0,83 0 1/r 
senza che entrino in gioco elementi semplici equiprobabili né alcun concetto di 
osservazione ripetuta. Il calcolo delle probabilità fu allora liberato dai suoi fon- 
damenti combinatori. 

Ma un tema può abbandonare la combinatoria e generare nuovi temi combi- 
natori: la scuola ungherese ha sviluppato un approccio probabilistico delle com- 
binazioni o configurazioni ove ogni elemento semplice è estratto a sorte. Cosf un 
grafo aleatorio tra n punti ha n(n—1)/2 spigoli possibili ciascuno estratto a sorte 
con la probabilità p; si può porre per esempio la questione della sua connessione, 
in probabilità. 

Lo studio dei reticoli (o grafi) è il punto di partenza di numerosi studi combi- 
natori alcuni dei quali si sono ricollegati alla teoria dei moduli. Uno dei problemi 
combinatori sui grafi, celebre tra i matematici, è la congettura dei quattro colori: 
esso fu posto nel 1852 nella classe di matematica del professor De Morgan al 
University College di Londra. Come riferirà Hamilton, disorientato per la diffi- 
coltà, lo studente Guthrie propose di colorare una carta qualsiasi con quattro co- 
lori, in modo che due territori limitrofi fossero sempre di colore differente. La 
congettura ha provocato numerose scoperte in teoria dei grafi, soprattutto sotto 
l'influenza di Kempe, poi in settori molto diversi della matematica. Ora, proprio 
mentre si redigeva il presente articolo, i combinatoristi informatici Appel, Haken 
e Koch dell’Università dell'Illinois hanno potuto proclamare « four colors suffice ». 
Per la dimostrazione sono state necessarie 1200 ore di calcoli mediante elabora- 
tore. In un certo modo la combinatoria è venuta a capo del problema, se tuttavia 
lo spirito umano accetta come evidente un’asserzione separata dalle sue premesse 
da dieci miliardi di operazioni! . 

La combinatoria va considerata come un terreno fertile, dal quale nascono 
problemi fondamentali, che vi permangono o emigrano se rivelano delle strutture 
generalizzabili. Per la combinatoria niente strutture specifiche, soltanto un luogo, 
una sorgente di problemi, e un modus vivendi. 

Per riassumere, è audace intraprendere un’organizzazione del corpus com- 
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binatorio. Per questo nel presente articolo si presentano dapprima sette esempi 
celebri, di facile lettura, per mostrare come si sviluppi e si approfondisca un pro- 
blema combinatorio, generandone altri e richiedendo il ricorso a metodi diffe- 
renti. Essi sono: 


2.1. Il catalogo della Biblioteca di Babele 

(o l’illusione combinatoria dello scritto). 
2.2. I ponti di Kéònigsberg 

(o il tema della ricerca e dell’esplorazione). 
2.3. La regola delle parti 

(0 i problemi combinatori di reticolazione). 
2.4. Tutti gli alberi tra 7 punti 

(o la codificazione delle configurazioni). 
2.5. Sulla disposizione dei punti d’intersezione di una curva chiusa nel piano 

(0 un problema di analysis situs). 
2.6. Le configurazioni dell'amicizia 

(0 la ricerca della regolarità). 
2.7.1 matrimoni e le affinità elettive 

(o una dualità combinatoria). 


Di ciascuno dei sette esempi storici si tenta di mettere in evidenza la moder- 
nità. In seguito si sono recensiti i risultati ed i problemi aperti della combinatoria, 
secondo sei metodi che tendono attualmente a unificare delle parti del corpus. 
Visto il movimento attuale dei temi trattati, questa seconda parte si presenta in 
uno stile molto tecnico; vi si propone in qualche modo un’istantanea del settore 
della matematica, la cui effervescenza ha generato una decina di riviste interna- 
zionali di alto livello. Essi sono: 


3.1. Statistiche sull’esponenziazione degli insiemi finiti 
(o una raccolta ragionata di formule di calcolo). 
3.2. Sul gruppo delle permutazioni 
(o i fondamenti dell’ordinamento). 
3.3. Famiglie di insiemi con vincoli di intersezione 
(0 nuovi sistemi combinatori). 
3.4. Le configurazioni 
(o il tema centrale). 
3.5. Complessità degli algoritmi combinatori 
(o riflessioni sui calcoli possibili ed impossibili). 
3.6. Metodo di separazione e valutazione progressiva 
(o un ripiego per i calcoli che occorre fare ad ogni costo). 
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2. Problemi secolari e sempre aperti. 


2.1. Il catalogo della Biblioteca di Babele. 


Un mito molto antico e ben presente delle società contemporanee permetterà 
di denunziare subito le illusioni del buon senso combinatorio. 

Si chiama Biblioteca universale la biblioteca che contiene un esemplare di 
tutti i libri possibili, di formato comune, scritti con la serie completa dei caratteri 
usuali. Si conviene, per esempio, che ci voglia un milione di spazi da riempire in 
modo combinatorio per fare un «libro», indipendentemente dalla lingua e dal 
significato, con un centinaio di caratteri (comprendenti naturalmente anche lo 
spazio bianco). 

La Biblioteca contiene tutti i libri; in particolare vi si trova il libro bianco e la 
presente enciclopedia divisa in libri secondo il formato di rigore; ma questo non è 
di alcun aiuto per il laborioso redattore che qui scrive, tanto più che la Biblioteca 
contiene una tesi falsa secondo la quale tutte le congetture matematiche qui po- 
ste sono false. 

La Biblioteca è enorme, e tuttavia finita. Una delle prime affermazioni sulla 
sua dimensione è quella di Lasswitz [1901] il quale, in risposta a un problema 
posto dallo psicologo Fechner, sostiene di non pretendere che sia possibile usare 
la Biblioteca universale, ma soltanto dire esattamente quanti volumi sarebbero 
necessari per una Biblioteca universale contenente tutta la possibile letteratura. 
Il numero dei volumi è, per le ipotesi di dimensione fatte nella definizione pre- 
cedente, cento moltiplicato un milione di volte per se stesso (cfr. $ 3.1), poiché 
ogni spazio offre cento possibilità. i 

Per avere un’idea di questo numero, Gamow [1947] si limita al numero di 
tutte le righe possibili di 65 battute con una serie di 50 caratteri: per rendersi 
conto dell'immensità di questo numero, basta pensare che ogni atomo nell’uni- 
verso rappresenti una diversa macchina da stampa, cosf che si abbiano tre volte 
10° macchine che lavorano simultaneamente; inoltre che ognuna di queste mac- 
chine abbia lavorato continuamente dalla creazione dell'universo, cioè per un 
periodo di 3000 milioni di anni o ro!” secondi, stampando al ritmo delle vibra- 
zioni atomiche, cioè 1015 righe al secondo. Fino ad ora esse avrebbero stampato 
3 volte 10!% righe, che è solo circa un trentesimo dell’1 per cento del numero to- 
tale richiesto. 

Il mito vertiginoso raggiunge la perfezione nel racconto di Borges La Biblio- 
teca di Babele: «So d’una regione barbarica i cui bibliotecari ripudiano la super- 
stiziosa e vana abitudine di cercare un senso nei libri, e la paragonano a quella di 
cercare un senso nei sogni o nelle linee caotiche della mano... Ogni esemplare è 
unico, insostituibile, ma (poiché la Biblioteca è totale) restano sempre varie cen- 
tinaia di migliaia di facsimili imperfetti, cioè di opere che non differiscono che 
per una lettera o per una virgola». 


PROBLEMA. E possibile consultare un catalogo della Biblioteca universale? 
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TEOREMA. Il catalogo della Biblioteca universale è una copia integrale della Bi- 
blioteca. 


Si considerino, in effetti, un libro L e uno dei suoi spazi e. Il catalogo deve, per 
definizione, distinguere L da tutti gli altri libri, in particolare da un libro che dif- 
ferisca da L solo per il contenuto dello spazio e. Ne consegue che il contenuto 
dello spazio e in L deve figurare nel catalogo nel luogo della descrizione di L, 
dunque L deve figurare integralmente nel catalogo, e dunque tutta la Biblioteca. 
C.V.D. 

In altri termini, nessuna organizzazione, nessun ordine lessicografico, nes- 
sun sistema di codificazione (la Biblioteca è il suo proprio codice) risparmierà al 
povero bibliotecario, che cerca un libro particolare che sa riconoscere tra tutti, 
senza peraltro saperlo compitare, un inventario, in media, della metà della Bi- 
blioteca! Questa situazione, di saper riconoscere ma di non saper descrivere 
completamente l’oggetto cercato, è usuale in un calcolo economico in cui un 
criterio permette di decidere se un oggetto presentato è l’ottimo. Certo, se il bi- 
bliotecario sapesse leggere lettera per lettera il libro cercato, si troverebbe nella 
situazione banale di una consultazione di dizionario per la quale esiste una pro- 
cedura molto semplice (a patto che i libri siano ordinati secondo un ordine lessi- 
cografico): il libro appartiene alla prima o alla seconda metà della Biblioteca, poi 
a quale metà della metà considerata, ecc...? 

Il numero delle operazioni è ridivenuto «umano», perché è dell’ordine del lo- 
garitmo del numero dei libri, cioè dell’ordine dell’esponente del numero espo- 
nenziale che esprime la dimensione della Biblioteca, cioè il milione. 


Commenti. La maggior parte dei trattamenti automatici dell’informazione 
riguarda oggi la gestione di schedari o banche di dati. Ben concepiti, gli schedari 
non sono semplici ammassi d’informazioni, ma sistemi organizzati in modo tale 
che sia comodo procedere all’inserimento di nuove voci, alla ricerca di un ele- 
mento desiderato e alla selezione secondo criteri diversi prestabiliti. I lavori com- 
binatori sul gruppo simmetrico e gli ordini totali (cfr. $ 3.2) sono alla base degli 
studi sui numerosissimi procedimenti di ricerca e di selezione informatica. Re- 
centemente ad essi sono venuti ad aggiungersi i lavori combinatori sugli ordini 
parziali e sui reticoli. 

La pratica matematica contemporanea, al fine di rispondere alla preoccu- 
pazione di razionalizzazione delle imprese umane e all’ottimizzazione dei com- 
portamenti, tiene in gran conto il concetto di «programma economico». Si tratta 
di una variabile o di un vettore o di ogni altro oggetto matematico che descrivono 
un piano d’azione e appartengono ad una certa famiglia di possibili; un criterio 
economico permette di confrontare due programmi della famiglia. Si tenta il 
calcolo del miglior programma. Spesso si è ricorsi ad un procedimento di ricerca 
che conduce a considerare una catena di programmi possibili. In certi casi par- 
ticolari, favorevoli, in cui lo spazio dei programmi è ben strutturato — è questo il 
caso della programmazione lineare —, la catena dei possibili considerati è relati 
vamente corta. In altri casi, la lunghezza della catena è problematica. Il disordine 
combinatorio della famiglia dei possibili nei casi d’ordinamento in cui inter- 
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vengono ruoli esclusivi non è facile da analizzare; conviene tuttavia individuare 
il livello di «complessità » del calcolo che vi si svolge. 

Gli algoritmi della combinatoria, come si vedrà nel $ 3.5, si classificano se- 
condo la natura della loro funzione tempo di calcolo, funzione dei parametri di 
dimensione della famiglia in cui si svolge il calcolo. Per esempio, si dirà che la 
ricerca di un libro particolare a x spazi, depositato nella Biblioteca, richiede un 
numero di operazioni che è una funzione esponenziale di 7, risultato «cattivo » 
rispetto all’invecchiamento «lineare» dell’uomo. Si ammette che un calcolo è 
considerato praticabile se richiede un numero di operazioni limitato da un poli- 
nomio in #; se ci si trova nel caso quasi disperato in cui la lunghezza del calcolo è 
esponenziale, è utile saperlo! Ed è per questo che numerosi lavori consistono 
nell’esplorare la classe dei problemi combinatori utili che non sfuggono a questo 
fenomeno fondamentale. 

Per i problemi di questa classe, se l'oggetto ricercato ha tuttavia certe pro- 
prietà, e se il criterio economico che lo particolarizza è suscettibile di approssi- 
mazione, dei metodi arborescenti (esposti nel $ 3.6) permettono qualche econo- 
mia di calcolo. La ricerca matematica su questi problemi di grande attualità con- 
siste nell’evitare due vie fatali: l'inventario esaustivo e il tirare a sorte. 

Il tirare a sorte ha i suoi fautori in tutte le epoche. Quando Gulliver fu am- 
messo a visitare l'Accademia di Lagado, vide nella sezione delle scienze specula- 
tive un professore che voleva far progredire le scienze grazie ad operazioni mec- 
caniche: un ingegnoso sistema di manovelle che mette in movimento dei cubi 
su cui sono scritte le parole del dizionario — spiega Swift — permette di formare 
delle frasi: «Con l'invenzione sua, il più ignorante degli uomini sarebbe stato ben 
presto in grado di scrivere trattati di filosofia, poemi, libri di politica, legislazione, 
matematica e teologia, solo con una spesa modestissima e uno sforzo muscolare 
assai lieve, senza bisogno d’ingegno né di cultura». 

Ingenuità, si penserà, le numerazioni esaustive o questo pescare a caso delle 
gocce nel mare! Eppure è un’ingenuità divenuta comune. Regolarmente su que- 
sto pianeta si manifesta un potere politico che, forte dei suoi calcolatori, si mette a 
schedare il pensiero di tutti i suoi amministrati; ovvero a simulare a caso le bat- 
taglie che potrebbe intraprendere al fine di concepire la migliore strategia. Questi 
due sgorbi informatici derivano sia da una tendenza maniaca per l’arbitrario, sia 
da un'illusione di potere: il controllo della Biblioteca universale. 


2.2. «I ponti di Ké6nigsberg» e l'esplorazione completa dei reticoli. 


Un reticolo è costituito da punti e linee finite tra questi punti, dati astratta- 
mente o inseriti in uno spazio qualunque. Per esempio: le linee aeree disegnate 
sul globo terrestre. Numerosi problemi consistono nell’esplorare esaustivamente 
i reticoli: scoperta di un labirinto di riferimenti ad autori diversi, controllo di un 
organigramma logico di calcolo automatico, distribuzione di una merce, creazio- 
ne di una routine d’informazione di servizio in una rete di comunicazione auto- 
gestita. ‘l'alvolta si tratta di esplorare i punti, talvolta le linee, o le linee in ciascun 
senso. ‘l'alvolta si vietano le ridondanze. Oggi i problemi di esplorazione sono af- 
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frontati da tre punti di vista: 1) esiste una soluzione? 2) se esiste, quali mezzi si 
adottano per calcolarla? 3) se c’è più di una soluzione, come è possibile organiz- 
zarla? 

I punti di vista 2) e 3) sono esclusivamente moderni. Il punto di vista 1) ap- 
pare forse per la prima volta in Eulero. 


IL PROBLEMA DI EuLERO. Nella città di Kònigsberg, nel 1736, sette ponti sul 
Pregel congiungono le regioni nord (N), sud (S) ed est (E) all’isola di Kneiphof 
(1), come mostra la figura 1. La leggenda dice che, quell’anno, i pedoni ricerca- 
vano un cammino chiuso su se stesso, che permettesse loro di percorrere ogni 
ponte una e una sola volta, e che Eulero dimostrò come il problema fosse senza so- 
luzione. 


SOLUZIONE-TEOREMA. Non esiste alcun cammino chiuso che consenta di percorre- 
reunaeuna sola volta tutti i tratti di collegamento fra n punti, se su uno dei punti în- 
cide un numero dispari di tratti di collegamento. 


In effetti, un cammino chiuso richiede, per pervenire ad un punto, tanti tratti 
di collegamento quanti ne occorrono per uscirne, e dunque sottrae al totale un 
numero pari di tratti di collegamento incidenti in quel punto. Nella figura 2 ri- 
sulta sfortunatamente che ciascun punto è un ostacolo alla soluzione desiderata. 

Il teorema affermativo del cammino euleriano si enuncia, in linguaggio più 
attuale, come segue: 


TEOREMA. Un grafo connesso ammette un ciclo in cui ogni lato figura una ed una 
sola volta, se e solo se il grado di tutti i vertici è pari. 
Fleury avrebbe dato l’algoritmo di costruzione del ciclo euleriano: 


1) Partire da un vertice qualunque. Ogni volta che si percorre un lato, can- 
cellarlo. Andare avanti finché è possibile. 

I1) Percorrere un lato, che sia istmo del grafo non cancellato, solo se non ci 
sono altre possibilità. (Un istmo congiunge due punti che non possono 
essere collegati al di fuori dell’istmo stesso). 


N 


== 3 
2 
I 

1 


Li 7 
E 
4 
5 
(2 6 
Figure 1-2. 


Il problema di Eulero dei sette ponti sul Pregel a Kénigsberg. 
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Non sembra che il problema presenti particolari difficoltà. Se poi i ponti fos- 
sero a senso unico, se cioè il grafo fosse costituito da archi orientati, allora la 
condizione di esistenza di un «circuito euleriano » sarebbe che in ogni vertice vi 
siano tanti archi entranti quanti uscenti. 

Che l’esempio storico di Kénigsberg sia un grafo piano può sembrare fallace. 
Infatti i due teoremi enunciati sono estranei alle proprietà del piano. Si può al- 
trettanto bene immaginare un reticolo di riferimenti bibliografici. 

Ma torniamo al punto di vista 2). Se l'algoritmo di Fleury è logicamente con- 
veniente per dimostrare il secondo teorema in un modo costruttivo, per quel che 
riguarda il calcolo scritto esso non è accettabile: ricorre in effetti ad un test d’i- 
stmo che, semplice a prima vista, si rivela alla scrittura complicato quanto il pro- 
blema complessivo che l’algoritmo pretende di risolvere! È sufficiente per ren- 
dersene conto imporsi un po’ di miopia. Un altro algoritmo (Rosenstiehl) di cui 
si analizza facilmente il numero di operazioni richieste è il seguente: 


1) Partire da un vertice qualunque. Percorrere ogni lato una volta al mas- 
simo in ciascun senso. Avanzare, finché possibile, rispettando la condi- 
zione seguente: Percorrere un lato in secondo passaggio solo se non è 
possibile percorrerne un altro in primo passaggio, e percorrere allora solo 
il lato preso per ultimo in primo passaggio. 

11) Ritenere del cammino (due volte troppo lungo) solo i lati percorsi in se- 
condo passaggio nell’ordine in cui sono stati percorsi. 


Considerando il punto di vista 3), De Bruijn ha calcolato i circuiti euleriani 
di un grafo orientato, e Schiitzenberger, considerandoli come permutazioni di 
archi, ha provato questo strano risultato: Per un numero di archi superiore al dop- 
pio del numero dei vertici, esistono tante permutazioni euleriane con numero 
d’inversioni pari, quante permutazioni euleriane con numero d’inversioni dispari 


(cfr. $ 3.2). 


Commenti. L’idea di cammino completo in un grafo può apparire sotto 
enunciati molto pit difficili. Quello del «postino cinese» consiste, in un grafo 
connesso qualunque, nel trovare il cammino chiuso che percorre ogni lato al- 
meno una volta, e con un numero totale di ridondanze minimo. Il problema è 
stato risolto recentemente da Edmonds e Johnson [1973]. 

Un problema più arduo è attribuito a Hamilton: trovare un cammino chiuso 
in un grafo connesso che passi una e una solta volta per ogni vertice. Una soluzio- 
ne evidente esiste nel cubo e nell’ipercubo, nel dodecaedro considerato da Ha- 
milton, ma la caratterizzazione dei grafi che ammettono un cammino hamilto- 
niano resta un problema aperto reputato difficile. (Il calcolo del più breve cam- 
mino hamiltoniano in un grafo valutato è studiato nel $ 3.6). 

Il carattere generale dei problemi citati sopra è il seguente: in quali condizioni 
esiste in un dato combinatorio un oggetto avente certe proprietà, e nel caso in cui 
esista, come costruirne un esemplare, ed a quale prezzo? Poi, se ne esiste più di 
uno, computarli o, ancora meglio, organizzarli. 
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2.3: La regola delle parti ed altri problemi di reticolazione. 


La reticolazione del piano è un campo di calcoli combinatori inesauribile. È 
pratica corrente rappresentarvi un processo reale che si sviluppa secondo due di- 
mensioni, due beni, due criteri per uno stesso bene, o ancora due giocatori a fac- 
cia a faccia. Cosi è nato il calcolo delle probabilità, in occasione di un problema 
di spartizione. 

PROBLEMA. Si tratta di due giocatori impegnati in una partita di testa o croce 
in n tiri, che vogliono lasciarsi prima della fine del gioco, e dunque dividere poste 
uguali che hanno messo sul tavolo all’inizio della partita. In che modo terranno 
conto del punteggio al momento della divisione? 


Il problema è stato posto da Méré, il quale, secondo Pascal, non è mai riuscito 
a trovare il giusto valore delle parti, né il modo per arrivarci. 

Fermat propose la soluzione indicata in seguito. Pascal, nella sua lettera a 
Fermat del 29 luglio 1654, gli spiega che tale soluzione è giusta ma maldestra, e 
pubblica l’anno stesso una soluzione magistrale nel suo Traité du triangle arith- 
métique, sotto il titolo: «Uso del triangolo aritmetico per determinare le parti 
che si devono fare tra due giocatori che giocano in più partite». 

Poco dopo Leibniz, allora a Parigi, venuto a conoscenza del problema, tentò 
di elaborare più soluzioni che dichiarò tutte insoddisfacenti. 

Soluzioni. La soluzione di Fermat fa ricorso a quelli che si chiameranno i 
«cammini crescenti » (fig. 3): sia data una reticolazione a coordinate intere (x, y) 
con x=0, I, ...,.€y=0, I, ...; a partire dal punto (0, 0) si consideri una succes- 
sione di punti aumentando ad ogni passo una delle due coordinate di una unità. 


; n 
Si nota | 


1) il numero dei cammini crescenti dal punto (0, 0) al punto (£, n—k), 
(3 


ZZ4N 


(CORIO (4 


4 6 4 I 
SENNA lirica 
5 per B 11 per À 


n b) 

Figura 3. 

Fini di partita possibili (a) e divisione di sedici pistole tra A e B (6) quando mancano 
ad A due punti per vincere e a B tre punti per vincere. 
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che comportano cioè n passi di cui & a vantaggio di x (R<%n). Si pone (°) =I 
o 


4 n n 
e si ha per n>o, ( )-( )=r 
o n 


TEOREMA. P. > k i ha: ni {R_-1 n—-1 
er n>I e o<k<n,si ha (2) | A + n; 


Infatti, si può giungere al punto di coordinate (k, #—k) solo a partire dai due 
punti (&, 1-k-1)e(k—-1,n—Rk). c.v.D. 


Cosi i numeri | 1) sono quelli immediatamente generati da somme succes- 


sive a due termini. Si dispongono secondo il celebre triangolo attribuito a Pascal 
ed a Fermat, ma già conosciuto dall’aritmetico indiano Bhaskara Acarya (x11 se- 
colo), dal filosofo persiano Nasir ad-din at-Tusi (x111 secolo) e probabilmente 
da un altro persiano, due secoli prima. 


Tabella 1. 
Inizio del triangolo di Pascal. 
k 
dtamro— tut. rr91[tt idr 9° 

n o I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Co) I 

I I I 

2 I 2 I 

3 I 3 3 I 

4 I 4 6 4 I 

5 I 5 10 10 5 I 

6 I 6 I5 20 15 6 I 

7.1.7 21 35 35 21 1 I 

8 I 8 28 56 70 56 28 8 I 

9 I 9 36 84 126 126 84 36 9 I 
10 I 10 45. 120 210 252 210 120 45 10 
II IU II 55 165 330 462 4620 330 165 55 II 
12 I 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 
13 I 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 
14 I 14 91 364 1001 2 002 3 003 3 432 3 003 2 002 I 00I 
15 15 10$ 455 1365 3 003 5 005 6 435 6 435 5 005 3 003 


20 1 20 190 I140 4845 15504 38760 77 520 125970 167960 184 756 


I 
1 16 120 560 1820 4 368 8008. 11440 12870 11440 8 008 
17 1 17 136 680 2380 6 188° 12376 19448. 24310 24310 19448 
1 18 153 816 3060 8568 18564 31824 43758 48620 43758 
I 19 171 969 3876 11628 27132 50388. 75582 092378 092378 
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La soluzione del problema di divisione delle poste è, per Fermat, la seguente: 


TEOREMA. Se due giocatori A e B giocano una partita di testa o croce tale che il 
primo che ottiene un numero di punti convenuto guadagna le due poste (uguali); e 
se essi decidono di sospendere la partita allorché mancano ad A a punti per vincere, 
ed a B b punti per vincere, il totale delle poste deve essere diviso tra loro proporzio- 
nalmente alle somme seguenti: 


DO) ei Eee 


k=a k=0 


rielle qualin=a+b+1 e (£) designa un numero del triangolo. 


In effetti, per giocare in p colpi vincenti si può immaginare che la moneta sia 
gettata 20—1 volte; uno solo dei due giocatori è allora vincente. 

Allorché manchino ad A a punti per essere vincente, ed a B è punti, resta da 
gettare la moneta a+5—1 volte. E le due somme riportate rappresentano, sui 
lanci che restano da fare, il numero di cammini crescenti che conducono rispet- 
tivamente alla vittoria di A o a quella di B. (Un esempio è dato nella figura 35). 


Commenti. In effetti, il contributo di Pascal non consiste tanto nella costru- 
zione del triangolo, quanto in un metodo ben diverso da quello di Fermat, che pro- 
cede per ricorrenza per dividere le poste a partire dai punti guadagnati (x=p e 
y<b, oppure x<p e y=p) risalendo nella reticolazione in senso inverso del cal- 


. {n : . 
colo di al Questo metodo prefigurava soprattutto l'operatore lineare «speranza 


matematica» fondamento del calcolo delle probabilità. Il calcolo delle probabi- 
lità nasceva in un contesto combinatorio ma la generalità evidenziata da Pascal 
nell’operatore speranza gli permetterà più tardi di sottrarvisi. 


| a) rappresenta il numero delle parti a & elementi in un insieme a # elementi. 


Molteplici problemi trovano soluzione a partire da questi numeri. Se ne coglie 
l’idea, considerando l’esempio delle mani di cinque carte (su trentadue) al gioco 
del poker, che si stabilisce senza difficoltà in funzione dei numeri del triangolo: 


Una coppia 107 520 
Nulla 53040 
Doppia coppia 24192 
Tris 10752 
Scala 4080 
Full I 344 
Poker 224 
Colore 208 
Scala reale 16 


Totale 201 376 


Combinatoria 452 


La distribuzione dei numeri | k 


curva di Laplace-Gauss e la legge dei grandi numeri. Le applicazioni alla stati- 
stica sono numerosissime. 

Gnedenko ha costruito un ingegnoso test statistico che fa ricorso ai cammini 
crescenti; egli vuole verificare se due campioni di misure operate su individui 
provenienti da una stessa popolazione in due date distinte possono attestare una 
instabilità della popolazione stessa. 

I due campioni sono supposti della stessa taglia f. Vengono mescolati, poi 
ordinati per ordine crescente di misure osservate. Si conserva solo la connessione 
dei campioni: da quel dato campione proviene la prima misura, la seconda, ecc..., 
tutte le misure essendo supposte distinte. Alla connessione corrisponde un cam- 
mino crescente nella reticolazione che va da (0, 0) a (p, p). Una connessione raf- 
figurata da un cammino che raggiunga una retta di equazione y=x+b nella re- 
ticolazione mette in dubbio la popolazione: un campione è superiore di troppi 
punti rispetto all’altro. 

La famiglia dei cammini crescenti nella reticolazione è tipica delle famiglie 
combinatorie elementari, le formule delle quali intervengono in numerosi altri 
problemi di computo (cfr. $ 3.1). Tuttavia, cambiando leggermente le condizioni 
di cammino, si può rapidamente accedere a problemi inestricabili. Ne è un esem- 
pio il problema seguente, posto dalla fisica delle particelle: Nella reticolazione 
si immaginino le quattro direzioni sempre possibili; si chiede di calcolare, tra i 
cammini di n passi, il numero di quelli che non ripassano due volte per lo stesso 
punto. Questo problema resta senza soluzione generale. 


in funzione di & prefigura, per n grande, la 


2.4. Tutti gli alberi tra n punti. 


Gli alberi sono delle configurazioni privilegiate. Nella distribuzione del gas o 
del telefono essi corrispondono al tracciato minimo congiungente un punto a 
ogni altro. Nei circuiti elettrici essi sono lo schema degli equipotenziali. Infine, 
un processo discreto in cui le scelte successive conducano a risultati tutti distinti 
può essere rappresentato con un albero; i procedimenti di esplorazioni arbore- 
scenti dell’informatica consistono nel non seguire che una scelta alla volta, de- 
scrivere dunque un albero fino ad un’estremità del ramo, poi nel ritornare sui pro- 
pri passi il meno possibile fino ad una scelta tralasciata, e descrivere cosî esausti- 
vamente tutte le scelte. Nella teoria vettoriale dei grafi gli alberi corrispondono 
a basi di uno spazio vettoriale, considerate a una a una nella soluzione del pro- 
blema di ottimizzazione dei trasporti. Non stupirà dunque che i problemi elemen- 
tari degli alberi, in particolare quelli di computo, presentino un estremo interesse. 


PROBLEMA. Dato un insieme E a n elementi, si chiama albero su E ogni insie- 
me di x— 1 coppie di elementi di E, dette lati, non costituenti ciclo. Si dimostra 
che un albero di E collega ogni elemento di E a tutti gli altri con un’unica suc- 
cessione di lati (fig. 4). Il problema posto è quello del computo degli alberi 
possibili su £. 

Soluzione. È stata data nel 1889 da Cayley. 
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TEOREMA. .Su un insieme a n elementi esistono n°-? alberi. 


La formula sembra familiare: n"? è anche il numero delle parole di lun- 
ghezza n—2 in un alfabeto di x lettere (cfr. $ 3.1). Allora perché questo cardi- 
nale? Che rapporto vi è tra queste parole e la famiglia di alberi considerata? 
Priifer stabilisce la corrispondenza: 


TEOREMA. Esiste una biiezione canonica tra gli alberi su un insieme ordinato a 
n elementi, e le parole di lunghezza n--2 in questo insieme. 


Per l’insieme {a, b, c, d}= E, ordinato alfabeticamente, la corrispondenza è 
data nella figura 4. 

Si spiega ora come costruire l'albero di una parola, per esempio l’albero della 
parola ‘da’: 


1) In testa alla parola si aggiunge la prima lettera dell’insieme ordinato, cioè 
la lettera a: ‘da’ diventa ‘ada’. 

2) Si taglia ‘ada prima della prima ripetizione: si ottiene ‘ad’ e resta ‘a’. 

3) Ad ‘ad’ si aggiunge la prima nell’ordine alfabetico delle lettere mancanti 
in ‘ada’, cioè db: si ottiene ‘adb’ che forma un primo ramo di un albero. 

4) Si considera il resto ‘a’ della parola ‘ada’. Ad ‘a’ si aggiunge la seconda 
lettera mancante in ‘ada’, cioè c: si ottiene ‘ac’ che forma un secondo 
ramo innestato in a su ‘adb’, per costituire l'albero cercato. Si generalizza. 


Schema grafico 


Schema codificato {le caselle di ugual posizione nei due schemi sono corrispondenti). 


Figura 4. 


I sedici alberi possibili che congiungono quattro punti a, b, c, d. 
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Per una parola c, si chiama fattore sinistro di c una parola ottenuta cancel- 
lando in o le ultime & lettere (£=0), e fattore destro di o una parola ottenuta can- 
cellando in o le prime & lettere (k=>0). 

Algoritmo di decodificazione: sia o una parola a x — 2 occorrenze nell’insieme 
ordinato E=(a, b, c, ...) a n elementi. 


1) Sia a il fattore sinistro di ac, massimale senza ripetizione di lettera. Sia 
e, la prima lettera di E assente da ac. ae, è il primo ramo. 

2) Sia g;il fattore destro di ac non ancora utilizzato. Sia x; il fattore sinistro 
di 0;, massimale senza che alcuna altra lettera, a parte la prima, figuri an- 
teriormente in 40. Sia e; la prima lettera di £ assente da o e dai rami scritti. 
x; è l'i-esimo ramo. 

3) Se o ha ancora un fattore destro non utilizzato, passare a 2), altrimenti in- 
nestare nell’ordine i rami scritti, con la loro prima lettera. 


Si verifica facilmente che qualsiasi altra lettera, a parte la prima, appare una 
e una sola volta nei rami senza essere punto di innesto, e dunque che si è co- 
struito un albero. 

Si verifica che ogni albero è generato da una parola. Inoltre che due parole 
distinte generano due alberi distinti; donde segue in definitiva la biiezione. 


Commenti. Ilproblema presentato comporta non solamente un computo ma 
anche una codificazione di una famiglia di oggetti combinatori nel senso seguente: 
Si definisce un certo insieme finito H di parole scritte mediante un alfabeto finito 
E, e si propone una biiezione canonica su H della famiglia combinatoria studia- 
ta. Qui sopra il codice H è semplicemente definito dalla lunghezza delle parole. 


2.5. Sulla disposizione dei punti d’intersezione di una curva chiusa nel pia- 
no, problema tipo di analysis situs. 


Il tracciamento automatico dei piani, cioè la loro concezione e disegno su fo- 
gli rettangolari, è una delle grandi battaglie ingaggiate oggi dall’industria per la 
razionalizzazione. Nei piani urbanistici e architettonici si tratta dell’intrecciarsi, 
tra le unità abitative, dei legami di trasporti e di comunicazione (pedoni, automo- 
bili, elettricità, gas, acqua, rifiuti, telefoni, cavi televisivi). 

Nei piani di reti elettroniche si tratta dell’intrico delle arborescenze equipo- 
tenziali tra le «zampe» delle unità logiche; la dimensione delle reti attualmente 
progettate è tale che accade che il loro disegno su carta in bobina richieda, nel 
laboratorio ove vengono concepite, l’affissione lungo tutto un corridoio e nelle 
stanze adiacenti; questo mentre l’oggetto fisico finale è integrato in minuscoli 
cristalli. Infine, nei diagrammi di programmazione dei cantieri e negli organi- 
grammi del calcolo automatico, l’intrico è quello delle linee di programmazione 
delle operazioni delle quali si desidera un tracciato ben leggibile. Per ragioni sia 
di gigantismo sia di urgenza, si è tentati di affidare sempre più al calcolatore il 
tracciamento automatico dei piani. Bisogna tuttavia che questo possa acquistare 
un certo «senso » del progetto. Si può dire che si affrontano allora due ordini di 
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difficoltà: la difficoltà della disposizione relativa delle unità del piano in modo da 
ridurre l’intrico — in particolare ridurre le intersezioni delle connessioni non de- 
siderate —; e la difficoltà della disposizione a grandezza naturale degli elementi 
del piano. I problemi del primo tipo non fanno appello ad una metrica, ma ad 
una geometria delle disposizioni nel piano chiamata da Poincaré analysis situs. 
Si conoscono un certo numero di problemi e di soluzioni di base, di cui uno fu 
formulato da Gauss. Essi costituiscono ciò che occorre comunicare al calcolatore 
per sviluppare il suo «senso» del piano. 


Il problema di « analysis situs» di Gauss. Una curva chiusa C' tracciata nel 
piano si autointerseca un certo numero di volte (cinque volte nel caso della curva 
tracciata nella figura 5, di cui si sono chiamati a, b, c, d, e i punti d’intersezione). 
Si descrive C completamente e si nota la successione S dei punti d’intersezione 
nell’ordine in cui sono incontrati (S= abcdbaeedc). Naturalmente ogni punto è 
incontrato due volte; si dice ancora che S è una permutazione circolare a doppie 
ricorrenze. È facile dedurre a partire da S, senza guardare la figura, le 19 altre 
descrizioni di C, cambiando i punti di partenza e per ciascuno cominciando con 
una delle quattro direzioni possibili. Ma non è qui la difficoltà. Le successioni che 
descrivono delle curve nel piano con cinque punti d’intersezione non sono arbi- 
trarie permutazioni a doppie ricorrenze di cinque lettere. Gauss, verso il 1840, 
pose precisamente il seguente 


PROBLEMA. Quali sono le proprietà caratteristiche delle permutazioni a dop- 
pie ricorrenze di x lettere realizzabili da una curva chiusa nel piano? (nel senso 
precedente). 


Per esempio, S'= abacbeddee non è realizzabile sul piano, come si verificherà; 
essa lo è viceversa su un toro ove si realizzerà facilmente abacbce, dunque S°. 
Ecco una proposizione tipica di analysis situs. Su una curva chiusa due punti 
d’intersezione possono presentarsi in due posizioni relative possibili; si ha sia il 
caso di a e di d in S” ove, quando si passa per l’uno, prima di ritornarvi si passa 
una volta per l’altro e si dice che a e d sono intrecciati, sia il caso di a ed e in S” 


Figura 5. 
Una curva chiusa nel piano, che si autointerseca cinque volte. 
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ove, quando si passa per l’uno, vi si ritorna prima di passare per l’altro, e si dice 
che a ed e sono non-intrecciati. A es 

Gauss nota che per le curve chiuse nel piano ogni punto d’intersezione è in- 
trecciato con un numero pari di altri punti d’intersezione. Se, per una permuta- 
zione a doppie ricorrenze .S su un insieme finito E, si nota S° ] insieme degli ele- 
menti di E che hanno una ricorrenza esattamente tra le due ricorrenze di e in $, 
allora la condizione di Gauss diviene: 


1) Per ogni elemento e, 5° è pari (cioè di cardinale pari). 


dà 
î, 0000 (HI) 
B Y 


Figura 6. 
Curve chiuse nel piano a 3, 4, 5 punti d’intersezione. 
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Si dimostra che la condizione 1) non è sufficiente perché una permutazione 
a doppie ricorrenze sia realizzabile nel piano. 

Gauss mostra, per numerazione completa, che 1) è una proprietà caratteristi- 
ca delle successioni d’intersezioni delle tre curve a tre punti d’intersezione, ed an- 
che delle cinque curve a quattro punti d’intersezione (fig. 6); ma che ciò non vale 
per le quindici curve con cinque punti d’intersezione, poiché la permutazione 
1234534125 soddisfa la condizione 1) e non è realizzata da alcuna di esse. 

Nel 1976 si aggiunge a 1) la seconda condizione (Lovasz e Marx): 


2) Per ogni coppia {e, f} di elementi non intrecciati, Se.S7 è pari, 


ma I) e 2) sono ancora insufficienti. Infine una terza condizione (Rosenstiehl) 
viene a completare la caratterizzazione: 


3) Le coppie {e, f} di elementi intrecciati, per le quali S2N,S' è pari, sepa- 
rano E in due classi, tra le quali non vi sono altre coppie di elementi in- 
trecciati. 


La dimostrazione della sufficienza di 1), 2) e 3), che è molto lunga, fa inter- 
venire la seguente corrispondenza: Una curva chiusa C definisce delle regioni del 
piano colorabili in due colori, due regioni adiacenti essendo sempre di colori di- 
versi. Ai due colori si fanno corrispondere i grafi planari G(C) e G*(C), duali, i 
cui vertici sono le regioni e i cui lati indicano i punti di contatto delle regioni di 
uno stesso colore (fig. 7). Per G(C) e G*(C), C è una diagonale geometrica: essa 
è costituita da elementi di curve, diagonali dei quadrilateri formati dai due grafi 
duali. 

Si può anche, e il risultato è lo stesso, costruire C come un poligono di Pé- 
trie di G(C), ben noto agli specialisti di politopi, cioè costeggiando i suoi lati e 
traversandoli sempre nel mezzo per cambiare faccia (cfr. fig. 7). 


Figura 7. 
Regioni del piano definite dalla curva C della figura 5, e colorate a due colori cui cor- 


rispondono i grafi G(C) (linee marcate e punti rotondi) e G*(C) (linee tratteggiate e punti 
quadrati). 
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L'elemento algebrico della dimostrazione si situa nell’utilizzazione dell’ope- 
ratore bordo costruito sul corpo GF(2): l'insieme S° del teorema costituisce sia 
il «ciclo principale» sia il «cociclo principale » del lato e di G(C), i quali sono dei 
prodotti dell’algebra. 


Commenti. Il problema appena discusso consiste nel caratterizzare in una 
famiglia finita di oggetti F una sottofamiglia interessante H, dando delle proprietà 
brevi quanto possibile, verificate dagli elementi di H e non verificate dagli ele- 
menti di F— H. 

La brevità di una proprietà caratteristica può significare in particolare che la 
verifica se questa è o meno soddisfatta da un elemento dato di F è rapida. In ef- 
fetti, la specificità di una caratterizzazione dipende essenzialmente dai concetti 
che essa mette in gioco (qui .S°) e dalla constatazione del loro ruolo privilegiato. 

Dal caso studiato, risulta che il concetto di intreccio di due lettere a doppie 
ricorrenze in una successione è sufficiente ad un calcolatore perché disponga nel 
piano una curva chiusa. 


2.6. Le configurazioni dell’amicizia. 


PROBLEMA. Immaginare una popolazione nella quale ciascun individuo sia 0 
non sia amico con ciascuno degli individui della popolazione, e in cui due indivi- 
vidui hanno sempre uno ed un solo amico comune. 


Si può provare a tracciare un grafo: i vertici sono gl’individui e i lati simboliz- 
zano l’amicizia. Il triangolo è conveniente, ed anche parecchi triangoli aventi in 
comune solo un vertice. Quest’ultima configurazione è fortemente centrata; si 
troverà una configurazione in cui tutti gli individui svolgano ruoli identici? 

Si può generalizzare il problema a y. amici comuni per ogni coppia di per- 
sone. Anche in questo caso il grafo completo con u+2 vertici, cioè in cui cia- 
scuno è amico di tutti, risponde alla domanda, ma ne esistono altri più equili- 
brati? 

Nel gergo degli statistici sperimentali s'intende spesso per configurazione una 
configurazione con interessanti proprietà di regolarità, come capita per la botanica 
e le geometrie finite. Più precisamente parecchie cellule, o punti, o linee, 0 bloc- 
chi — non importa il termine — occupano posizioni simili in rapporto a tutte le al- 
tre. Le configurazioni dell'amicizia ne sono un semplice esempio. 

La ricerca generale delle configurazioni in tabelle rettangolari soggette a certi 
vincoli di cardinali per intersezioni di file dà luogo a numerosissimi lavori, se- 
condo metodi molteplici, e solleva molti interrogativi. Essa è al cuore della com- 
binatoria e per questo le si dedicherà un importante capitolo (cfr. $ 3.4). 

Soluzioni. Il problema è sconcertante per u=1, ma più fecondo per y>I. 
Erdòs, Renyi e Sés hanno dimostrato: 


teorema. Se in una popolazione due persone qualunque hanno uno ed un solo 
amico comune, allora esiste nella popolazione una persona amica di tutti. 
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La dimostrazione attraverso l’analisi spettrale (Wilf), richiamata in seguito 
ha permesso di risolvere il problema per y qualunque (Bose e Shrikhande). i 

Per 4 =2, oltre al grafo completo a quattro vertici, si trovano due grafi rego- 
lari (fig. 8). 

; Per u=3 oltre al grafo completo a cinque vertici, si trova il grafo di adiacenza 
li 45 triangoli che determinano le 27 rette situate sulla superficie cubica gene- 
rale. 

La dimostrazione è la seguente. Si nota dapprima nel caso in cui py >2 con- 
tando le amicizie tra gli amici di x e gli amici di y, che x ed y (due persone qualun- 
que), amici o no, hanno ciascuno 7 amici (grafo regolare). Ne consegue che il nu- 
mero b di persone della popolazione, il numero r di amici di ciascuno, e il numero 
u di amici comuni di due persone, sono legati dalla relazione Bb=1+7(r—1)/u. 

Per u=1 si pone la regolarità per ipotesi. 

Ora lo studio degli autovalori della «matrice d’amicizia» A di dimensioni 
bxb, nella quale l'elemento (x, y) prende il valore 1 sexy e se x ed y sono amici 
e o altrimenti, conduce ad una relazione supplementare tra r e p.. i 

In A°, (x, y) prende il valore u se x#y, ed r altrimenti. Gli autovalori di A 
sono 7 con la molteplicità 1, y7-y con la molteplicità (intera) a e — Vr=W 
con la molteplicità (intera) f. La nullità della traccia e la regolarità di A im- 
plicano che r=n V7=u e p=mV7=%, n ed m essendo due numeri interi tali 
che (n— 1) n (n+1)/m sia pari. Da ciò risulta che per p= 1 il solo grafo regolare 
che conviene è il triangolo, e per u=2, oltre al quadrato ed alle sue diagonali 
convengono solo i due grafi della figura 8. 


Commenti. La soluzione di quest’ultimo problema rivela la forte dipenden- 
za della combinatoria dai concetti più diversi della matematica. Un semplice pro- 
blema di adiacenza di vertici, problema finito per eccellenza, non si può ben 


dominare se non attraverso lo studio degli autovalori reali della matrice asso- 
ciata. 


2.7. 1 matrimoni e le affinità elettive. 


Un altro procedimento della combinatoria consiste nel cercare in un dato 
senza regolarità — una tavola di corrispondenze per esempio - delle sottoconfi- 
gurazioni. Queste sottoconfigurazioni dipendono da un parametro intero che è 
facile annullare e difficile massimizzare o, viceversa, minimizzare. L'esempio 
dell’accoppiamento, esposto qui di seguito, mostra configurazioni dei due tipi 
con l’uguaglianza notevole del parametro massimo e del parametro minimo. La 
celebre uguaglianza fu la fonte essenziale della teoria matematica dell’ottimizza- 
zione dei problemi economici. 


PROBLEMA. Di un gruppo di ragazze e di un gruppo di ragazzi si conoscono 
tutte le coppie che possono formarsi, cioè le affinità. Un insieme di matrimoni 
simultanei possibili è chiamato accoppiamento, e comporta ) coppie. Si cerca 
un accoppiamento di cardinale X massimo, cioè À. D’altra parte, un insieme di 
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AA 


Figura 8. 
Il racconto di Poly. I due grafi d’amicizia a più di quattro vertici per i quali due per- 
sone qualunque hanno esattamente due amici comuni. 


Ni RAY 


461 Combinatoria 


persone (ragazzi e ragazze) in cui le affinità individuali confermino tutte le af- 
finità tra le due popolazioni è chiamato supporto, e comporta p persone. Si cerca 
un supporto di cardinale 4 minimo, cioè fi. 


La proprietà notevole i = fl fu scoperta da Kénig [1936]; il suo studio com- 
portò ben presto un triplice aspetto: innanzitutto la dimostrazione di un modo 
originale, l’algoritmo per costruire soluzioni, e soprattutto la ricerca dei problemi 
equivalenti. Questi sono assai numerosi e d’aspetti molto diversi, il che apparve 
chiaramente solo con il lavoro di Ford e Fulkerson [1962]. Il teorema di Kénig 
è allora dimostrato equivalente al teorema scoperto quasi contemporaneamente 
da Philip Hall [1935] e clie può esprimersi nel medesimo contesto: 


TEOREMA. È possibile maritare tutte le ragazze se e soltanto se la condizione se- 
guente è soddisfatta: Per ogni sottoinsieme di ragazze, i ragazzi che hanno un’affi- 
nità con almeno una di esse sono almeno altrettanto numerosi. 


Soluzioni. Per dimostrare il teorema di Kénig conviene sottolineare innanzi- 
tutto che due delle X affinità che rappresentano un accoppiamento non possono 
essere attinenti alla medesima persona, e dunque che per tutti gli accoppiamenti 
e tutti i supporti si ha A<p;j quindi A<\<Q<w. 

A questo punto, Kénig suppone realizzato un accoppiamento massimo di i 
coppie, e costruisce, con il metodo che si dirà, un supporto di = persone, il 
che implicherà À=f.. Oltre alle È coppie maritate, certe ragazze e certi ragazzi 
resteranno non-maritati. Un ragazzo non-maritato prende una ragazza maritata 
che gli conviene, e il di lei ex marito prende una ragazza maritata che gli conviene, 
ecc. Si immaginano cosi tutte le conseguenze possibili, a catena, che può occa- 
sionare l’entrata in gioco di un ragazzo non-maritato, e si ripete l'operazione sul- 
l'accoppiamento massimo considerato all’inizio, con ciascuno dei ragazzi esclusi 
dall’accoppiamento. Allora, dopo tutta questa agitazione, l’insieme dei ragazzi 
che non hanno cambiato coppia e delle ragazze che hanno cambiato almeno una 
volta, evidentemente di cardinale À, costituisce un supporto; infatti è impossi- 
bile che esista un’affinità tra un ragazzo che abbia cambiato di coppia e una ra- 
gazza che non ha cambiato, altrimenti quest’ultima avrebbe dovuto essere presa 
una volta dal primo se fosse stata maritata e, in caso contrario, avrebbe potuto co- 
stituire una (A+1)-esima coppia, che è contro l’ipotesi. c. v. D. 

Una semplice osservazione implica anche il teorema di Hall. Le ragazze non- 
maritate e quelle che non hanno cambiato coppia sono quelle che hanno affinità 
solo con i ragazzi che non hanno cambiato coppia. 

Se dunque, una volta costituito l'accoppiamento massimo, resta almeno una 
ragazza non-maritata, i ragazzi aventi affinità con almeno una delle ragazze non- 
maritate o che non hanno cambiato coppia sono meno numerosi di esse: la condi- 
zione di Hall non è soddisfatta. Per contro, se non resta alcuna ragazza non-ma- 
ritata, ogni sottoinsieme di & ragazze ha tra le sue affinità almeno i & ragazzi ai 
quali esse sono maritate: la condizione di Hall è soddisfatta. c. v. D. 

In origine, i due teoremi sono dati in un altro linguaggio. 

In termini di matrici di zeri e di uni, dove allineamento significa indifferente- 
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mente riga o colonna (qui sopra «individuo »), la proposizione di Kénig diventa 
il seguente teorema: 


TEOREMA. .Se gli elementi di una matrice rettangolare sono zeri e uni, il numero 
massimo È di uni che possono essere scelti senza che due appartengano al medesimo 
allineamento, è uguale al numero minimo {i di allineamenti contenenti tutti gli uni 
della matrice. i 


Per una sequenza di parti S,, Sy, ..., $, non necessariamente tutte distinte 
di un insieme finito S, si chiama sistema di rappresentanti distinti una sequenza 
F1) Ta; + Tn dove r;e S; per î= 1, 2, ...,, € 7;77; per i#j. 

In questo linguaggio la proposizione di Philip Hall diventa: 

Teorema. Gli insiemi Si, Sx, ..., Sp possiedono un sistema di rappresentanti di- 
stinti se e soltanto se per ogni k<n, ogni riunione di k insiemi, presi tra gli n, contiene 
almeno k elementi. 


Commenti. Esistono altre dimostrazioni dei teoremi enunciati. Quella di Kò- 
nig è il punto di partenza della teoria delle catene alternate (Berge). Essa porta 
anche in germe il celebre metodo di accrescimento di un flusso per mezzo di una 
catena che è uno dei punti di partenza della programmazione lineare. Kuhn 
(1955) rese omaggio ai precursori della programmazione lineare chiamando « me- 
todo ungherese» il suo algoritmo di risoluzione del «problema dell’assegnazio- 
ne», dove i due problemi duali sono risolti simultaneamente, e ne estese il prin- 
cipio alla risoluzione dei problemi di trasporto. 

In cambio i teoremi della programmazione lineare (per la classe delle matrici 
unimodulari) generano una magistrale unificazione (Hoffman) di un gran nu- 
mero di teoremi combinatori di tipo «minimax». 

Esiste dunque spesso un modo di completare e dominare una famiglia di ri- 
sultati combinatori immergendoli in un problema pit vasto appartenente ad una 
teoria matematica. Resta nondimeno il fatto che gli enunciati combinatori ele- 
mentari hanno una fecondità sempre sorprendente, come si illustra qui di se- 
guito. 


Applicazione dell’accoppiamento alle permutazioni. Ilteorema 
di Birkhoff - Neumann sulle matrici bistocastiche — cioè le matrici quadrate a ele- 
menti non-negativi, in cui la somma degli elementi allineati è uguale all'unità — 
considera, nello spazio reale affine di dimensione n°, il convesso D di tutte le 
matrici bistocastiche n x n. Tra queste figurano le matrici di permutazioni, i cui 
elementi sono uguali a zero o ad uno. Queste sono punti estremali di D (cioè non 
sono combinazione convessa di altre matrici bistocastiche). Le matrici di per- 
mutazione sono i soli punti estremali del convesso D? 


TEOREMA. Ogni matrice bistocastica è combinazione convessa di matrici di per- 
mutazione. 


La dimostrazione consiste nell’applicare il teorema di Kénig-Hall alla rela- 
zione definita dagli elementi non nulli della matrice bistocastica. 
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Estensione del problema dei rappresentanti distinti. La proble- 
matica dei rappresentanti distinti ha portato a una quantità di risultati. Si cita 
ad esempio (Hoffman e Kuhn): sia Mc$; la famiglia S,, Sa, ..., 5, dei sotto- 
insiemi di S ha un sistema di rappresentanti distinti contenenti M se e soltanto 
se, per ogni /C {1, 2, ... n}, si ha lo S=iz] e |U (SOM) =>I]+]M]—n. 

se ieI 


Si cita anche (Ford e Fulkerson): le famiglie S1, 5, ...,.S, e T,, Ta, ..., 7, dei 
. . . . so n 
sottoinsiemi del medesimo insieme S hanno un sistema di rappresentanti distinti 
comuni se e soltanto se pe: ugni/C {1, 2, ..., n}siha[U S;0 U T;|>]+[7[==. 
ieI je$ 


Si è allargata (Mirsky e Brualdi) la problematica ai sistemi di rappresentanti 
non necessariamente distinti, e si è data una condizione perché ogni elemento di 
S apparisse in un sistema di rappresentanti con una frequenza limitata inferior- 
mente e superiormente, il che in altri termini è un problema di ripartizione di fun- 
zioni di delegati di comitati. 


3. Vie di sviluppo della combinatoria. 


Si presenta ora una certa organizzazi i temi i 
. ganizzazione attuale dei temi dominanti dell - 
binatoria astratta. ic 


3.1. Statistiche sull’esponenziazione degli insiemi finiti. 


Nei problemi classici dove si computano i modi possibili di scegliere n og- 
getti tra m oggetti, si considera, a seconda dei casi, che gli oggetti scelti Lo 
o no essere distinti e, a seconda dei casi, che gli oggetti scelti sono o no ordinati 
Il linguaggio degli insiemi finiti ha permesso una riorganizzazione del tema, 

Un insieme è costituito da elementi che gli appartengono. Si definisce nu- 
merazione degli elementi di un insieme X l’indiciatura degli elementi di X me- 
diante gli interi 1, 2, ..., n, in modo tale che si abbia una successione di elemen- 
ti X1,%5, +3 %n appartenenti a X, tale che x;#x; per î#j, e tale che ogni elemen- 
to di X è uno degli x,. Gli insiemi finiti sono quelli che possiedono una nume- 
razione. 

Il numero intero 7 che interviene nella numerazione di X si chiama il cardi- 
nale di x, , esi scrive n=|X]; esso infatti non dipende dalla numerazione scelta 
Si considera una successione di formule sui cardinali che accompagnano le ri- 
me definizioni del linguaggio degli insiemi. d 


”, 07 mula della somma. Se X € Y sono due Insiemi finiti, disgiunti, 1 insieme 
unione X U J e finito e si ha: 


(1) XU Y]=|X]+]Y]. 
In generale |X1UX3U...UX]=]X;1+|X3]+..-+|X}] se X40X;= 2 per i#j. 
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Formula dei prodotti. Se X e Y sono due insiemi finiti, il prodotto carte- 
siano X x Y è finito e si ha: 


@ |XxYl=|X}-|Y]. 


Pit in generale | Xx XxX... Xx Xx =|X1]:]Xa]:-+|Xxl. 

Si ricordi che un elemento di X x Y è una coppia (a, b), con ae X e be Y; 
ed un elemento di X, x X,x...x_X, è una k-upla (4,, 43, ..., ax) con ae, 
age Xg, «.., Age Az. 

Il numero di «scelta» di una k-upla è uguale al prodotto dei numeri delle scel- 


te di ciascuna delle sue & componenti. 
In particolare, moltiplicando & volte per se stesso l'insieme X, si ottiene: 


(3) 1A =|X]P. 
Si riassumono le formule (1) e (2) in termini di scelta con due regole: 


1) regola della somma: Le scelte possibili esclusive si sommano; 
2) regola del prodotto: Le scelte possibili successive ed indipendenti si mol- 


tiplicano. 


Principio di inclusione e di esclusione. La formula dell’unione è 
(4) XU Y]=|X]+]Y]-|/X0Y 
Sotto forma più generale |X}UX3U..UXx]=Y }Xil= Y} X0Xalt-+ 

- ; 


d1<i2 


. 


+(-1)° Y 1X,0X0++0X]+++ (144,030. 


in<ig<...<ir 


Formule di esponenziazione. Si denota con Y* l’insieme di tutte le applica- 
zioni di X in Y. Si ha: 
(5) |YA]=|Y]!A!. 


Si ricorda che un’applicazione fe YY associa, ad ogni elemento di X, un ele- 
mento di Y chiamato la sua immagine. 

Nel caso particolare in cui Y= (0, 1) ogni applicazione di X in Y corrisponde 
biiettivamente a un sottoinsieme di X: gli elementi di X immagine di 1. Ne con- 


segue il teorema: 


TEOREMA. Un insieme a n elementi ha 2” sottoinsiemi. 


Le formule da (1) a (5) sopra enunciate possono essere dimostrate secondo il 
medesimo schema. Si dà una numerazione degli insiemi finiti dati (X, Y, ecc.) 
e si stabilisce una numerazione dell'insieme composto, il rango dell'ultimo ele- 
mento della quale mostra la formula cercata. È vantaggioso ricorrere alla proprietà 
evidente: Due insiemi X e Y finiti hanno lo stesso cardinale se e solo se esiste una 


biiezione di X su Y. 
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Formula delle iniezioni. Siano gli insiemi X ed Y di cardinale rispettivamen- 
te k ed n, con k<n. Si considerano, tra le applicazioni di X in Y, tutte le inie- 
zioni: due elementi distinti di X hanno in Y immagini distinte. Sia A (n, A) il 
loro numero. Si ha: 


(6) A(n, Ri=n(n-1)...(n-kR+1). 


. Formula delle bitezioni.  Siprende nel caso precedente Y=_X. Una biiezione 
di X su X è detta permutazione. Il numero delle permutazioni di X è n/, dove nl, 


che si legge «n fattoriale», significa n-(n—-1)-...:2-1: 
/ 
Ali je 
(2, ) (n-R)U 


Formula dei sottoinsiemi di cardinale k. Per costruire una iniezione di X di 
cardinale £, in Y di cardinale 7, si può scegliere dapprima un sottoinsieme A di 


Y di cardinale &, poi definire una biiezione di X su A. Da cui il numero (: 
dei sottoinsiemi di cardinale £, in un insieme di cardinale n: k 


©) n nl’ 
R} (n-A)\IRI 
Si ritrovano i numeri del triangolo di Pascal (studiati nel $ 2.3) cioè il nume- 
ro di cammini tra due punti di una reticolazione orientata parallelamente agli assi. 


Questi numeri si ritrovano anche sviluppando la potenza n-esima di una 
somma in un qualunque anello commutativo i 


@® Gif (1a 


k=0 


che si chiama il binomio di Newton. Dalla formula (8) o dal teorema di p. 464 e 


dalla (7), si deduce: 
k=n n 
2= ; 
2) 


La formula (8) si generalizza a più variabili in un qualunque anello commu- 
tativo 
n 


Gta L( D 


Jetratao 
N; N93 My 


dove il segno di sommatoria è esteso a tutte le p-uple di interi positivi o nulli 
N Na; +», ftp, tali che nn+9+...+7,=", e dove 


( n 
N, Ngg +01 Ny 


è il numero di cammini crescenti dal punto (0, 0, ..., o) al punto (22, 719, ..., 727) 
i . . . DI . dai p 
nello spazio orientato a f-dimensioni, che passano sempre da un punto di com- 
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ponenti intere ad un punto vicino corrispondente all’accrescimento di una uni- 
tà di una sola componente. Si ha 


| n n! 
1,71.) mln... ny 


con n=7,t+m,t...t#y. 


Formula delle applicazioni crescenti da X în Y. Si ponga X= {1,2,..., R} e 
Y= {1, 2, ...,}. Un’applicazione di X in Y è detta crescente se. per ogni 2, j 
appartenenti a X, con i<j, si ha f(î)<f(j). Il loro numero B(x, k) è 


B(n,k)= (EST) 


Si nota che la condizione di crescenza associa una delle applicazioni scritte 
sopra, unica, a tutte le parole di & lettere scritte nell'alfabeto di n lettere che dif- 
feriscono solo per l'ordine delle lettere. 


Formula delle suriezioni e delle partizioni. Una suriezione di X di cardinale 
k su Y di cardinale n (con n<A) è un’applicazione in cui ogni elemento di Y è 
immagine di un elemento di X. 

Sia D(n, k) il loro numero. VE 

Una partizione di X in £ classi (kK>0) è un insieme di sottoinsiemi {A, 43, 
..+, Ax} di X, che soddisfano le condizioni A;# @ peri=1, 2, ..., kR;404;= D 
per i#j; e 4104U..VA;=X. 

Sia S(n, k) il numero di partizioni a & classi di un insieme di x elementi. Per 
definire una suriezione di X su Y, si può definire dapprima una partizione di X in 
k classi, poi una biiezione di & classi su Y che ha & elementi. Da cui D(n, k)= 
= S(n, R)R! i i 

I numeri S(r, k) sono chiamati numeri di Stirling di seconda specie. Essi 
soddisfano le relazioni seguenti: 


S(n,x)=S(2,n)=1 
S(nt1,k)=S(n,k-1)+kS(1,k). 


Le formule enunciate sono un po’ austere, ma l’organizzazione del tema at- 
torno all’esponenziazione di insiemi dà una chiara idea delle vie più facili che 
sono già state percorse e delle vie meno facili che possono ancora essere esplo- 
rate. n 

Si può citare un calcolo meno facile: Qual è il numero di schemi colorati di- 
stinti possibili, quando si mettano, per esempio, sette palle di cui quattro bian- 
che, due nere e una grigia, in cinque scatole di cui tre rosse e due blu, una sca- 
tola in particolare potendo restare vuota? 


I teoremi di «tipo Ramsey ». «Se in una piccionaia vi sono più piccioni che 
alveoli, allora due piccioni occupano lo stesso alveolo ». Questa proposizione por- 
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ta anche il nome di principio dei cassetti di Dirichlet. Formalmente, se per due 
insiemi X e Y si ha |X[>|Y], allora per ogni applicazione f di X in Y, esistono 
Py Pe € X (due piccioni) tali che f(p) =f(s) (nel medesimo alveolo). La semplice 
numerazione di X e Y prova la proposizione. Altri enunciati: su una popolazione 
di tredici persone, due hanno '! compleanno nello stesso mese. Se un cofanetto 
contiene sei paia di guanti è sufficiente prendere sette guanti per avere due guanti 
appaiati. Esistono due parigini che hanno il medesimo numero di capelli sulla 
testa. Un uomo ha nove alberi da piantare in sette giorni; egli vuole piantare 
almeno un albero al giorno; allora certamente egli dovrà in uno o più giorni con- 
secutivi piantare esattamente quattro alberi. Infatti, alla fine dell’î-esimo giorno 
egli avrà piantato, diciamo, a; alberi; nella successione crescente 4,, 43, ..., @7 
tutti i numeri sono distinti e 1<a;<9, nella successione crescente a +4, 4,-+-4, 
..., 47 +4, tutti i numeri sono distinti e 1<a;+4<13. Le due successioni riunite 
comportano quattordici numeri, quindi due numeri uguali, uno proveniente dal- 
la prima successione, l’altro dalla seconda (la disuguaglianza utile è: due volte 
il numero dei giorni, maggiore del numero degli alberi da piantare, più il numero 
magico di alberi piantati in più giorni consecutivi). 

Una forma più raffinata ancora del medesimo principio si trova in un famoso 
teorema di Erdés e Szekeres (1935): 


TEOREMA. In una successione di n? +1 interi distinti è possibile cancellarne in mo- 
do da lasciare una successione di n+1 interi in successione crescente o decrescente. 


Si pone 12+1=r. Si suppone che la successione di numeri distinti 4,, 25, 
«.., 4, non comporti sottosuccessioni crescenti di 2+1 numeri. Al numero a; si 
associa il numero b;, lunghezza della più lunga sottosuccessione crescente che 
comincia per a; (L<î<r); siccome per ipotesi 1<b;<%, esistono almeno n+1 
numeri b; uguali, di cui gli a; corrispondenti formano la successione decrescen- 
te cercata. 

Frasnay (1963) ha gerieralizzato l’ultimo enunciato formulato per due or- 
dini inversi, su una successione di n(z+1) interi, ad una successione di N, 
Ng ...Ny-1(ny+1) interi con p ordini totali 0,, 07, ...,0, tali che ogni coppia di 
interi della successione sia in una delle relazioni 0;. Allora esistono un ordine 
totale o, e & interi della successione il cui ordine ‘in essa è compatibile con 0y. 
La stessa dimostrazione esposta più sopra per il caso p=2 può essere fatta con- 
siderando al posto di è, una p-upla di interi la cui componente j, bj, sia la più 
lunga sottosuccessione crescente in 0; cominciante per a. 

Ancora due esempi: 1) tra sei persone, o tre di esse sono amiche a due a due, 
oppure tre di esse sono non-amiche a due a due; 2) si enumerano i vertici di un 
grafo completo a x vertici, in un ordine arbitrario; esiste allora una catena di 


\n-1 lati i cui numeri costituiscono una successione crescente. 


Gli enunciati che precedono sono detti del tipo Ramsey, per celebrare il teo- 
rema seguente: 


TEOREMA (Ramsey, 1930). Per ogni terna di interi p,q,r,conp=>r,q=r,r=1, 
esiste un'intero finito n(p, q, +) tale che ogni insieme E di cardinale superiore od uguale 
a questo numero ha la proprietà seguente per ogni partizione in due famiglie F, e F, 
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dei sottoinsiemi di E ar elementi: 0 esistono p elementi di E di cui tuttii gruppi di rele- 
menti sono di F,, 0 esistono q elementi di E di cur tutti i gruppi dir elementi sono di F,. 


Risultati attualmente conosciuti: 


n(3, 3,2)=6 
n(3, 4 2)=9 
n(3,5,2)= 14 
n(3,6,2)=18 
n(3,7,2)=23 
n(4,4,2)= 18. 


3.2. Sul gruppo delle permutazioni. 


Definizioni. Si denoti con [1, n] l'insieme degli interi da 1 a n (n>0). Si 
chiama permutazione di grado r unabiiezione c di [1, n] su [1, n}. Si può rappre- 
sentare c attraverso la sua tavola 


a=( 2 n) con a;j=c(î) 

a, dg + An 
{2,, 49, an}=[1, n]; 

oppure semplicemente attraverso la lista ordinata delle immagini: 
6(1) 0(2) ... C(n)=443...4p. 


Esistono n/ permutazioni distinte di grado n. Congettura (Frankl o 0a 
1976): Se ® è una famiglia di permutazioni di grado n tale che i membri n 3 
abbiano a due a due almeno w interi posti nelle medesime posizioni, allora |P| < 
<(n-u)! (n>u=o0). Osservazione: La congettura è provata per il caso u=0,I 
e u=2, n=q;p=3, n=q+1 (g è la potenza di un numero primo). 23 

L'insieme delle permutazioni di grado n, dotato della legge di composizione 
usuale delle applicazioni, costituisce il gruppo S,, chiamato gruppo simmetrico 


a n variabili, S, non è commutativo per n= 3. . l 
Dati o, te 5, 6-1 è la permutazione p di grado n tale che p(1)= o(t(i)), per 


;e[1,n]. Esempi: 

5 e) 
es 312 321 
DR) 
L- 213 132 


| L'elemento neutro di S,, è l’applicazione identica e, per la quale A per 
ie [1, n). La permutazione 0-1, inversa di 0, è la biiezione inversa di c 


psi (9 dg». n 
SE RE. 
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di cui si può riordinare la tavola per fare apparire gli elementi della prima linea in 
ordine crescente, ma non è necessario. 
Perze[1,n], sichiamaciclo d i lasuccessione ciclica... 072 (i) 0-1 (i) (i) 0° (1)... 
Sia lil numero di elementi distinti di un ciclo (1</<n); se/=n,0 è una per- 
mutazione circolare (un solo ciclo). Si può rappresentare o attraverso la descri- 
zione dei suoi cicli in un ordine qualunque. Esempio: 


o=(123459)-132068 


Nella numerazione dei cicli si possono omettere quelli di lunghezza 1; essi 
vengono ricostruiti per complementazione. 

Due punti di vista combinatori dominanti sono emersi sulle permutazioni: 

1) L’analisi di una permutazione: lo studio dei suoi cicli, forme di crescita e 
decrescita della sua tavola (1) 0(2)...c(n), la sua decomposizione in permuta- 
zioni più semplici, e le statistiche corrispondenti alle dette proprietà sulla popo- 
lazione totale S, o un sottogruppo di S,. 

2) Il ruolo di un sottogruppo di S,, quando opera su un insieme £ di cardinale 
n, in rapporto con certe relazioni verificate dagli elementi di E: gli n oggetti 
sono etichettati 1, 2, ..., 7 e si permutano in modo che appaiono gli automor- 
fismi della struttura definita attraverso le loro relazioni. Se una relazione è una 
semplice partizione, le sue classi sono chiamate «colori», e il sottogruppo inte- 
ressante è quello delle permutazioni c dove i e o(i) sono dello stesso colore. 


I cicli e le orbite. Una permutazione di grado x ha da 1 a x cicli di lunghezza 
da 1 a n. Per R<n, si denota A, il numero dei cicli di lunghezza & in una per- 
mutazione ce S,. Si dice che o è del tipo 1%12?2... &X#; e si denota con k(A,, a, 


+-+, Ax) il numero delle permutazioni di grado x di questo tipo. Si ha la formula di 
Cauchy: 


ni 
fece 


Sia G un sottogruppo di S,. Per i, je [1, n], si pone i=j se e solo se esiste 
ceG tale che j=o(î). + è una relazione di equivalenza. Un’orbita di G è una 
classe della relazione di equivalenza > definita su [1, n]. Si ha la formula di 
Burnside: il numero di orbite di un sottogruppo G di S, è 


ba da (0) 


ceG 


|G] 


dove 4, (c) è il numero dei cicli di lunghezza 1 di o. 


Numerazione dî schemi in rapporto a un gruppo di permutazioni. Si chiama- 
no colori gli elementi di un insieme C = {C}, C+, ..., C,,} e colorazione un’appli- 
cazione @ di [1, m] in C. 

9 (£) è il colore dell’elemento ?. Per un sottogruppo dato G di S, si dice che 
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due colorazioni 9, € 9, appartengono allo stesso schema se esiste ce G tale che 
Q,-0=%,. Si chiama indicatore dei cicli del gruppo G il polinomio 
I 
P(G; %,3:%3, 0 4 = Yap, sdato), ..., adr, 


|G ceG 


dove X,(0) è il numero dei cicli di lunghezza k nella permutazione oc. 


TEOREMA (Pòlya, 1937). I! numero di schemi associati ad un sottogruppo G di 
S, è P(G;m, m,..., m). 


Pòlya numera ugualmente il numero di schemi associati ad un sottogruppo G 
di S, con a; elementi di colore C; (2=1, 2, ..., m). De Bruijn definisce per ogni 
elemento di colore C; un peso w(c;)>0. Denotando con $ lo schema della colo- 
razione relativa ad un sottogruppo G di S,, egli definisce il peso dello schema $ 
mediante w(9) = w(c)1w(c2)"2... 0 (0n)"m, se nello schema 7, elementi sono di co- 
lore C,, r, di colore C,, ecc. Egli calcola il numero di schemi invarianti in una 
permutazione di colori, o più generalmente la somma dei loro pesi. Dalle formule 
di Pòlya e di De Bruijn si deduce la numerazione degli schemi di colorazione di 
un gran numero di configurazioni combinatorie. 


Forma di una permutazione. Per una permutazione 41, 49, ..., 4 si chiama 
successione crescente ogni successione d;, 4j41, +-+ di+r tale che a; <@ijx £.SQi4r 


Ogni permutazione ammette una decomposizione unica in successioni crescenti 
massimali, da x a ” in numero. Il concetto è di fondamentale importanza per i 


procedimenti di selezione di liste di dati (Knuth). I numeri i di permutazio- 


ni di grado n ed a È successioni crescenti, furono studiati da Eulero [1755]. Si 


ha, con I<k<n": 
n n_-1 n—-1 
(,)=2( ; )+@-k+ (1) 


Cale, 


Supponendo che la permutazione di grado zero sia una successione crescente, 
si ha la notevole formula: 


DIVI VI 


n=o, che può essere dimostrata operando una selezione: si considerino le m” 
sequenze 4,49...2, di interi con 1<4; £M; ciascuna è rimessa nell’ordine non de- 
crescente che rispetta, per le a; uguali, l’ordine della sequenza considerata, il che 


; RD m+n_-Rk)\ ,. CRE: 
definisce m” permutazioni di grado 7; | Jai queste permutazioni hanno 
k successioni crescenti. 
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pa ; 
L’ultima formula diventa, per x reale con n=>1, 


VOR LAV n\{(x+1 n\/x+n-1 
na 
MAMET) 
Eulero e Lapl j : io REI 
i STR o sviluppato il metodo delle funzioni generatrici; in questo 


A=L()a fn 


n\ , z(i1-8 
g(210)=Y (7) ata /nl= > Dl 
k,n>0 ESTAS 
e ne di medie e varianze di variabili intere legate alle successioni crescenti; 

DET » 2 
queste ona si rivelano molto utili oggi per la stima dell’efficacia di procedi- 
menti di selezione. Schiitzenberger ha esteso il campo alla decomposizione di 


dei È ; i DISE 3 
permutazione o in una sequenza di successioni alternate di successioni cre- 
scenti e decrescenti, o forma di o. 


Prodotto di trasposizioni. Cramer [1750] ha definito con i determinanti il 
concetto di inversione: Se in una permutazione c=4,4,...4, di grado n, per 
i, je[1, n] con î<j, si ha 4;>a,, allora (a;, a;) è un'inversione di o. 

i I (9) è il numero d’inversioni di 0, e la parità di/(c) è la parità di o (segnatura) 
Si chiama trasposizione = (1j) ot=( ji) la permutazione di grado x che scambia 
tedje lascia invarianti tutti gli altri elementi. { è l’inversa di se stessa. La traspo 
sizione (1i+1) è dispari, e la trasposizione (i) ha |j—i] inversioni. ui 


; an Sta data una permutazione o di grado n, ed r trasposizioni t,, ts, ... 
de a forma IC i+ I) tali che t,-t,-1-...-t,-c=e, allora la parità di o è quella dir 
ed il valore minimo di r è I(0). 


coROLLARIO. In un sottogruppo di permutazioni Gc S,, 0 tutte le permuta- 


zioni sono pari, o il numero delle perm ioni i È 
ono pe utazioni pari è uguale a 
mutazioni dispari. i a ia 


\ 


e 3 3 4 5 6 
4 è 5 I 3 6 
Figura 9. 


Inversioni rappresentate per mezzo di incroci di linee. 
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coroLLario. La parità di una permutazione è quella del numero di cicli pari 
che essa comporta. 


La tavola di inversione b,b,...b,, della permutazione G=4)49...0, è definita Dr. 
nendo è; uguale al numero d’inversioni di 0 del tipo (a; 4;) SI wi L. 
la definizione). In altri termini 2; è il numero di elementi 7 in uaar jla È 
immagine o(i) è superiore a o(j). Nella figura 9, b; appare SI He 
d’intersezioni del segmento jj con un segmento # che lo interseca da « cui a 
sinistra. Esempio: la tavola d’inversione di 42513 6è312000.È chiaro 
che o<b;<n—j e che i db; sono indipendenti fra loro. 


sn E RERGE Vor 
TEOREMA (Hall). Una tavola di inversione by, ba, vu b,, dove o<bj;<n—-1 p 
ie [1, n], determina in modo unico una permutazione di grado n. 


Si chiama x, il grafo i cui vertici sono le n! permutazioni di grado n, edi cui 
archi orientati corrispondono alle coppie di permutazioni 0, T tali e per una 
trasposizione (i+ 1) si abbia c- (i i+ 1) =TCONT ()>r(i+ So a 

t, è lo scheletro (vertici, spigoli) di un poliedro convesso P,,, che Gu 


Figura 10. id 
Rappresentazioni del grafo delle permutazioni di a, d, c, d per mezzo di un poliedro 
convesso («permutoedro ?). 
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ha chiamato permutoedro, e di cui ha studiato le relazioni con la teoria del x di 
Kendall, per algebrizzare i lavori di Condorcet sull’analisi degli scrutini; i com- 
promessi tra più permutazioni sono studiati sulla base della seguente proprietà: 
La chiusura transitiva del grafo x, è un reticolo (Rosenstiehl). Si osserva che 
il permutoedro P, permette di reticolare lo spazio R*-! (Voronoi, 1908). 

Una famiglia 7 di trasposizioni (ij) costituisce un grafo a n vertici Re (i, n), 
di spigoli (t). 

TEOREMA. Un insieme T di n—1 trasposizioni genera il gruppo simmetrico S, 
se e solo se T costituisce un albero. 


TEOREMA (Denès, 1959). I! prodotto di n—1 trasposizioni è una permutazione 
circolare di grado n se e solo se le n—1 trasposizioni costituiscono un albero. 


Poiché esistono (n— 1)! permutazioni circolari ed n*-2 alberi a n vertici (Cay- 
ley), esistono dunque n*-? modi di scrivere una permutazione circolare di grado 
n come prodotto di n—1 trasposizioni. Una successione di n—1 trasposizioni 
costituente un albero può essere permutata e dare come prodotto ancora la stessa 
permutazione circolare (condizione delle sottoparole di Eden e Schiitzenberger), 

Si chiama indice della permutazione 4,4,...a, la somma degli ie[1, n] tali 
che 4;>@;,1. Per esempio, l’indice di 591826473 è 2+4+6+8=20. 


TEOREMA (MacMahon, 1913). I numero di permutazioni di indice k è uguale 
al numero di permutazioni aventi k inversioni. 


Tavole di Young. Una tavola di grado n di formato (111; 9, ..., i) dove 
ny3N93...ZAMZO ed H=N1+n9+...+7, è data: 1) da una parte della retico- 
lazione a due dimensioni costituita da 7, caselle consecutive di ordinata 1 e di 
ascisse da 1 ad n,, da n, caselle di ordinata 2 e di ascisse da 1 a Ho, ...5 2) da unor- 
dine totale delle 7 caselle date compatibile con l’ordine delle ascisse e quello delle 
ordinate, 

Alfred Young (1900) ha introdotto tavole di questo tipo per lo studio di rap- 
presentazioni di gruppi di permutazioni. Un esempio di tavola di grado 1 5, di 
formato (6, 4, 4, 1) è dato nella figura 11. 


Figura 11, 


Tavola di Young di grado 15 e formato 6, 4, 4, 1. 
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TEOREMA. Esiste una corrispondenza biunivoca tra S, e l'insieme delle coppie 
(P, O) di tavole di grado n e del medesimo formato. (Si vedano le costruzioni di 
Schensted e Schiitzenberger, 1950). 


(P, O) e (0, P), coppie di tavole dello stesso formato, corrispondono a per- 
mutazioni inverse. Donde il teorema: 


TEOREMA. Esiste una corrispondenza biunivoca tra l'insieme delle involuzioni di 
grado n e l’insieme delle tavole di grado n. 


Il numero totale delle tavole di grado n è infatti conosciuto sin dal 1800 me- 
diante la formula di Rothe #,=n-1 (n 1)tn_g, la cui funzione generatrice nel 
senso di Laplace ed Eulero è BR 2"/n!= e+8°19, 


n i . 
Si presentano allora due problemi di numerazione elementare: quello dei 


formati e quello degli ordini. n . 
Il formato di una tavola di Young è chiamato anche partizione dell’intero x 


in m parti. Scambiando ascisse ed ordinate si ottiene la partizione coniugata. 


TEOREMA. Il numero delle partizioni di n aventi k come parte più grande è uguale 
al numero di partizioni di n in k parti. Le partizioni di n identiche alle loro coniugate 
sono altrettanto numerose che le partizioni di n în parti tutte disuguali e dispari. Le 
partizioni di n în parti tutte disuguali sono altrettanto numerose che le partizioni di n 
con parti tutte dispari. 


Diverse funzioni generatrici permettono di sviluppare l'argomento. 

Quanto alla numerazione degli ordini totali che su un formato dato costitui- 
scono una tavola, essa è risolta dal bell’enunciato (bello ma misterioso) del teo- 
rema della squadra (Frame, Robinson, Throll): 


rroreMA. Se la squadra di una casella di una tavola designa l'insieme costituito 
da questa casella, e da quelle della tavola della stessa ascissa e di più grande ordinata, 
e da quelle della medesima ordinata e di più grande ascissa; se la lunghezza di una 
squadra designa il numero delle sue caselle, allora îl numero delle tavole di grado n 
di un formato dato è uguale ad n! diviso per il prodotto delle lunghezze delle squadre 


delle sue n caselle. 


Per finire si farà brevemente menzione di due generalizzazioni delle permu- 
tazioni: le trasformazioni e le permutazioni con ripetizione. Una trasformazione 
di grado n è un'applicazione qualunque di [1} n] in [x, 2]. L'insieme Fn delle 
trasformazioni di grado n include S,, il suo cardinale è n°. Denès generalizza al- 
le trasformazioni alcuni problemi delle permutazioni, edin particolare la formu- 
la di Cauchy per cui A, diventa il numero di componenti connesse composte da 


k archi (i, g(1)). 


Le permutazioni con ripetizioni. Nell'insieme [1, n] si considera una partizio- 
ne le cui classi sono di cardinali x1,, 19, ..., #n. In una permutazione di grado 
n rimpiazzando le immagini 4,, 4g, ..., 4 con le loro classi, si ottiene una permu- 
tazione con ripetizioni di grado n e di partizione 1, #9, «3 Ilm- 
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Il loro numero, n//n,/n!... nf, fu studiato già da Prestet (1675) e Wallis 
(1685), il che dimostra l’antico interesse per il tema degli oggetti indiscernibili. 
Foata (1965) ha definito il prodotto d’intercalazione di due permutazioni con ri- 
petizione, il che gli ha permesso di generalizzare i problemi affrontati da MacMa- 


hon (1915). 


3.3. Famiglie di insiemi con vincoli di intersezione*. 


Le intersezioni a due a due non vuote. Una delle problematiche attuali della 
combinatoria consiste nel dare delle valutazioni di cardinalità di famiglie di in- 
siemi soggette a vincoli di intersezione a due a due. Generalmente si ricerca la 
migliore delle limitazioni superiori del cardinale della famiglia. Per esempio, sia 
X un insieme di cardinalità x; se 6 è una famiglia di sottoinsiemi di X, i cui ele- 
menti hanno a due a due una intersezione non vuota, allora |è| <2"!. 

Dimostrazione: Si possono suddividere tutti i sottoinsiemi di X in 2% 
classi contenenti ciascuna un sottoinsieme ed il suo complementare. La condizio- 
ne su è implica che & contenga al più un sottoinsieme di ciascuna classe, da cui il 
risultato. Considerando tutti i sottoinsiemi contenenti un elemento particolare 
x, si verifica che la valutazione precedente è la migliore possibile. 

Una congettura posta da Chvatal è la seguente: Si suppone che $ sia una fami- 
glia di sottoinsiemi di X, tale che se EcÈ e FCE, allora Fe&; d(x) per xe X 
indica il numero di elementi di è che contengono x; se T è una sottofamiglia di È 
tale che i suoi elementi abbiano intersezioni a due a due non vuote, allora si ha 
|F|<max d(x). 

aetX 


Nel seguito, X sarà sempre un insieme finito di cardinalità n. E si chiama 
k-sottoinsieme di X (kK<n) un sottoinsieme di cardinale & di X. 


Le intersezioni a due a due limitate inferiormente. Il teorema di Katona ge- 
neralizza la proposizione che precede nella forma seguente: 


TEOREMA. Se & è una famiglia di sottoinsiemi di X tale che l’intersezione di due 
elementi di & sia di cardinalità superiore o uguale a r (r=1), allora: se n+r è pari 


si ha 
5) 


\ 


e sen+r è dispari si ha at 


B< Y (+ RR 


iu stri 2 


Egli propone anche d’imporre che l’unione di due sottoinsiemi sia diversa 
da X; il problema è risolto per += 1 (Daykin e Lovasz, 1974), e perr> 1 (Frankl, 
1975). 


* Questo paragrafo è stato scritto in collaborazione con Peter Frankl. 
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Senza inclusione. Una condizione di intersezione d’insiemi può essere 
espressa sotto forma di non-inclusione. L’enunciato seguente risale al 1928; di 
esso esiste una dimostrazione molto elegante (Lubell, 1966). 


TEOREMA (Sperner). Se & è una famiglia di sottoinsiemi di X tale che non esi- 
stono due elementi di & contenuti l’uno nell'altro, allora 


n 


“(6 


([x] denota la parte intera di x per difetto). 


L’uguaglianza è realizzata prendendo tutti i sottoinsiemi di X di cardinalità 


(n/2]. 


Teorema (Erdòs, Ko e Rado, 1961) sui k-sottoinsiemi. Se & è una famiglia di 
k-sottoinsiemi di X le cui intersezioni a due a due sono di cardinalità maggiore 


od uguale ad r (r=1), allora per n=%p(k,7) si ha 6=(7_1). Per il caso 


r=1, no(k,1)= 2h, è questa la limitazione migliore, nel senso che per n<2k, 
|8| non è più maggiorato come in precedenza. Per r>2, la migliore delle limita- 
zioni ny (k,r) non è nota. 

L’uguaglianza su |&| è realizzata in tutti i casi prendendo tutti i &-sottoinsiemi 
di X che comprendono r elementi fissati. 


Il numero di intersezioni vuote superiormente limitato. Un’altra generalizza- 
zione della situazione precedente è data da Kleitman: Sia r un intero, r>2 ed 
r divida n+1 (la qual cosa si denota: r/n+1). Se È è una famiglia di insiemi tale 
che non esistono r elementi di $ a due a due disgiunti allora: 


as È (*) 


iattl 
r 


n+1i 

r 
possibile. Kleitman ha anche ottenuto le migliori valutazioni possibili per il caso 
in cui r divide n, ma in tutti gli altri casi il problema non è stato ancora ri- 
solto. 


Prendendo è = {E SX | [Ej> Î si verifica che la valutazione è la migliore 


Le intersezioni a k a k limitate inferiormente. Si possono considerare anche le 
intersezioni a 3 a 3, a 4 2 4, ecc. Siano È, h, r degli interi positivi, #>2, e sia Y, 
un sottoinsieme fissato di X di cardinalità 4k+. Si definisce 


&,= {ESX||ENY,|=(f-)k+7} 
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Erdés e Frankl hanno fatto la seguente congettura: Se € è una famiglia di 
sottoinsiemi di X tale che gli elementi di X si intersecano a & a & in almeno r 
punti, allora |Jé|<max |&,|. Per &=2, la congettura è risolta a p. 475. Frankl 

h 


ha dimostrato che la congettura è vera se 


i 24.k 
Ù 80 logs &° 


Le intersezioni a due a due costanti. Si dice che gli insiemi E,, £,, ..., Ex for- 
mano un A-sistema se per ##j si ha E;NE;=5,0£.. 


TEOREMA (Erdés e Rado, 1960). Se & è una famiglia di k-sottoinsiemi di X che 
non contengono un A-sistema di r elementi (r=>3) allora 


k-1 
lÀ 
I<4/(r-)*|1-Y —_ 
TIVA Gn 
Essi congetturano l’esistenza di costanti C, tali che le condizioni del teorema 
implichino |&|<C*. 


Generalizzazione del teorema sui k-sottoinsiemi (Deza e Erdos). Un insie- 
me di interi L= {l,, do, ..., ,} è tale che o</<h<...<}, e È è una famiglia di 
k-sottoinsiemi di X tale che la cardinalità dell’intersezione di due elementi di è 
appartiene ad Z. Allora esiste una costante C' tale che |&|>C4! implica 

t 


e (d—-L)/(23-2)/-..I(1-1-)/(R-I)). (La notazione II significa prodotto). Si ri- 
trova il teorema di Erdòs, Ko e Rado per L= {r,r+}, ..., &—/}. 


3.4. Le configurazioni*. 


Condizioni di regolarità. Una configurazione è un sistema di sottoinsiemi che 
possigdono certe regolarità. Un sistema di sottoinsiemi S=(X, è) consiste in 
un insieme finito X e in una famiglia finita & di sottoinsiemi di X. Secondo il 
contesto (geometria, grafo, statistica) gli elementi di X sono chiamati punti, 
vertici o varietà e gli elementi di è sono chiamati rette, lati o blocchi. Si parla 
qui di elementi e di lati. 

Si definiscono due tipi di condizioni di regolarità per un sistema di sotto- 
insiemi: 

1) Proprietà R,: Il cardinale dell’intersezione di i spigoli di € è una costan- 

te v; (si considerano solo i casi v;340). 

2) Proprietà R*: Ogni insieme di î elementi di X è incluso in un numero 

costante di spigoli è; (si considerano solo i casi b;£0). 


* Questo paragrafo è stato scritto in collaborazione con Jean-Claude Bermond. 
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Osservazione: La definizione di cui sopra e la. tradizione hanno sempre at- 
tribuito disgraziatamente un ruolo diverso agli elementi e ai lati. Infatti, una con- 
figurazione è un sistema di incidenza (X, &, T) dove X ed & sono due insiemi 
finiti e 3 una relazione di incidenza: un elemento e un lato sono incidenti se, 
secondo la prima definizione, l’elemento appartiene al lato, o ancora se il lato 
contiene l’elemento. La proprietà R; è per & x _X quello che la proprietà R* è 
per X x &; da qui la scelta dello stesso indice i. Ed ogni teorema enunciato nel se- 
guito ammette il teorema duale, scambiando lati ed elementi e scambiando il ruo- 
lo di proprietà di tipo R e il ruolo di proprietà di tipo R*. 

Ad un sistema (X, È) si può associare una matrice a v linee (rappresentanti 
gli elementi di X) e è colonne (rappresentanti i lati di è) a coefficienti a,,= 0 op- 
pure 1, a seconda che l'elemento f appartenga o no allo spigolo E, 


Esempi e notazioni. Le notazioni tradizionali sono le seguenti: 


Numero totale di elementi | X|= v (‘0° come varietà o vertice). 
Numero totale di lati |è|=d (‘5° come blocco). 


Allorché S verifica rispettivamente R,, R., R*, R$, in luogo di utilizzare le 
notazioni %,, vs, di, da, si pone usualmente: 


k il numero di elementi per lato 

u il numero degli elementi comuni a due lati dati 
vil numero di lati contenenti un elemento dato 
XA il numero dei lati contenenti due elementi dati. 


La proprietà R, significa che gli spigoli hanno tutti lo stesso cardinale &; 
la configurazione è detta allora uniforme. 

La proprietà R* significa che ogni elemento appartiene allo stesso numero 
r di spigoli; la configurazione è detta allora regolare. 

Una configurazione che verifica R, è un A-sistema (cfr. sopra). 


QTA 


Figura 12. 


Piano proiettivo di ordine 2. 
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Esempio 1. 


L’insieme di tutti i sottoinsiemi a & elementi di X (k<%v) verifica R, ed anche 
. . Pa « 1 
R* per i<k; si ha in particolare 


Se kA<v—1, tale insieme non verifica R,. 


Esempio 2. 


Il piano proiettivo di ordine 2 ha gli elementi (o punti) denotati con 1, 
2, 3, 4, 5,6, 7, e i lati (o rette) seguenti: 


E,={1, 2,4} Es= {2, 3: SÌ} Ez= {3, 4, 6} E,= {4 5,7} 
E;= {1,56}  Es={2,0,7}  E,={1,3,7} 


La rappresentazione geometrica è data nella figura 12, dove il lato E, è rappre- 
sentato con un semicerchio, e gli altri con segmenti di retta. La configurazio- 
ne verifica R, con k=3, R, con y=1, Rf con r=3, R* con)=1. Essa è auto- 
duale. 


Esempio 3. 


Il piano affine di ordine 3 a 9g elementi e 12 lati, dato dalla matrice della ta- 
bella 2, e rappresentato geometricamente nella figura 13, verifica R, con 4=3, 
R$ con r=4, R$ con X=1, ma non À,. 


Esempio 4. 

Sia Xx =Z/11Z il gruppo additivo degli interi modulo 11 e &= {E,}, g=0, 
1, ..., 10 dove E,={1+9,3+9 4+9,5+9,9+9}. i 

Questa configurazione verifica R, con &= 5, R* conr=5, R, con y=ze 
R$ con X=2. 


Tipologia. Si prendono in considerazione sistemi che verificano il maggior 
numero possibile di regolarità; ma più s'impongono condizioni, meno configu- 
razioni esistono. 

TEOREMA (Dembowski, 1961). .Se un sistema S di sottoinsiemi verifica le pro- 
prietà R,, Ro, R$}, R*, ed un’altra proprietà R; 0 R* (per i>3), allora S è o il 
sistema formato da sottoinsiemi identici a X, o il sistema formato da sottoinsiemi a 
v—1 elementi dell’insieme X a v elementi. 
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Le configurazioni «più regolari» non banali sono dunque: 


1) quelle che verificano R,, non R, e R* per I<i<# (con #=>2), chiamate 
t-configurazioni (o loro duali); 

2) quelle che verificano R,, R., R*, ed R$, chiamate configurazioni sim- 
metriche. 


I parametri delle t-configurazioni. 


PROPOSIZIONE. Una (v, k, d,) t-configurazione è un insieme di sottoinsiemi 
(X, 8) che verificano le proprietà R, ed R7, cioè 1) [El =k per tutti gli spigoli 
E, di &; 2) ogni sottoinsieme a # elementi di X appartiene ad un numero co- 
stante bd, di spigoli di &. i 


Per mostrare che un sistema che verifica R, e R$ verifica anche R* per 
I <î<f- cioè che ogni sottoinsieme / di X a î elementi appartiene ad un numero 
costante di spigoli, sia db, =b, L S) / (È =. ) —. Il principio del calcolo consiste nel 
valutare in due modi differenti per TC E dato con |I|=i<t# il numero A di coppie 
(T, E)con Ee &, |T|=t, ed ICTCE: ci sono i 
gono J e ciascun sottoinsieme 7 appartiene a b, spigoli di €; da cui A=bB, (2 
ci sono anche by spigoli che contengono I e ciascuno di questi spigoli contiene 
(i) sottoinsiemi 7'>/, da cui A=b, (e. Dunque, 5, non dipende che 
da î. 


Analogamente, contando in due modi diversi il numero di coppie (7, E) con 
Ee &, |T]=t e TCE, si ottiene che il numero totale di spigoli è 


b= 5(°)/(%) 
i t 
Tabella 2. 


Matrice del piano affine di ordine 3 a nove elementi e dodici lati. 


1 5 è . 
) sottoinsiemi 7 che conten- 


E, E, Es E, E; E E, Es E, Eo En En 


I 1 I I I 

21 1 I Î 

3 I I I I 
4 I I I I 

5 I I I I 
6 I I I I 

Di I I I I 
8 I I I I 

9 I I 1 I 
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Esistenza delle t-configurazioni. Il problema fondamentale della teoria delle 
t-configurazioni è di sapere per quali valori dei parametri v, £, 5, esiste una 
(v, &, b;) t-configurazione. Poiché i numeri d e bj (r<î<t) calcolati nel para- 
grafo precedente devono essere interi, si hanno le f# condizioni necessarie: 


v—i kR_-i 
b, .|= mod NRE 
t-t t-1 
Si mostra che se d, è abbastanza grande, allora le condizioni necessarie di cui 


sopra sono sufficienti (Wilson, 1975). 
Nel caso in cui d,= 1 e => 4, si conoscono attualmente solo 4 t-configurazioni 


(Witt, 1937): 


v=11, k=5, t=4 
v=12, k=6, t=5 
v=23, k=7, t=4 
v=24, k=8, t=5 (ricorrendo ai gruppi di Mathieu). 


Recentemente si sono trovate nuove f-configurazioni con d,=1e?= 4 (Den- 
ninston). 


pi 


n, 


Figura 13. 
Rappresentazione geometrica del piano della tabella 2. 
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Per b,= 1, il più piccolo valore di v, per cui si ignora se le condizioni neces- 
sarie di cui sopra sono sufficienti, è v=17 con A=5 e f=4. 

Nel caso £=3 e &=4, le tre condizioni necessarie di cui sopra sono suf- 
ficienti (Hanani, 1960). 

Il caso #=2 è oggetto di numerose ricerche. 


Il caso t=2: le (v, k, X)-configurazioni. Le (v, k, ) 2-configurazioni, deno- 
tate più semplicemente (0, &, X)-configurazioni, sono conosciute sotto il nome di 
piani di esperienza incompleti equilibrati (balanced incomplete block designs). 
Esse sono state introdotte in statistica per osservare gli effetti di diversi tratta- 
menti applicati a particelle sperimentali, che non coprono tutti i casi possibili (in- 
completi) ma nel modo il più ripartito e regolare possibile (equilibrati). 

La geometria proiettiva di ordine 2 (esempio 2 a p. 479) è una (7, 3; I)-con- 
figurazione. La geometria affine data dall’esempio 3 è una (9, 3, 1)-configura- 
zione e l'esempio 4 dello stesso paragrafo una (11, 4, 2)-configurazione. 

Le condizioni necessarie del paragrafo precedente si scrivono: 


TEOREMA. Se esiste una (v, k, }\)-configurazione, allora Xv (v-1)=0 (mod 
kR(k-1)) e Mv—-1)=0 (mod (k—1)). 


Reintroducendo i parametri b=A0(v—1)/A(k-1)er=M(0—-1)/(k-1), si 
ottengono le relazioni BA =rv ce M(v-1)=r(k-1). 

Disuguaglianze di Fisher e configurazioni che verificano R,. Un’altra condi- 
zione necessaria di esistenza nel caso #=2 è il teorema di Fisher (1940): 


TEOREMA. Stia data una (v, k, })-configurazione; se v>k, allora b=v. 


Conseguenza: non esistono, per esempio, delle (16, 6, 1)-configurazioni per- 
ché allora 5=16-15/6-5=8 e b-<v. 
In effetti la disuguaglianza 6=>v è valida per delle configurazioni che veri- 


Figura 14. 


Configurazione di tipo 2) unica corrispondente a y=1. 


483 Combinatoria 


ficano solamente R# e tali che v>max|E,j. Enunciato sotto la forma duale 
si ha: $ 


TEOREMA (Ryser e Woodall, 1968). Sia (X, €) un sistema di sottoinsiemi che 
verificano R,, cioè tale che |E,MEy\=w% per ogni coppia di spigoli di &. Allora se 
u<min |E,j, v=d. 

a 


Di più, se v=b, il sistema è o 1) una (7, È, p)-configurazione simmetrica, 0 
2) tale che ogni elemento appartiene a 7, 0 7, spigoli con r,+r3=v—1. 

Nel caso y.= 1, si ritrova un teorema di Erdòs e De Bruijn (1948) i quali han- 
no mostrato inoltre che esiste una sola configurazione di tipo 2): X= {1,..., v}, 
con E,={1, qg+1} per qg=1,...,v-1e E,={2,3,..., ©} (fig. 14). 

Se (X, €) è una (2, k, X)-configurazione simmetrica, allora il sistema S= 
=(X, 5) dove F,= E, ed F,= (E, -E)U(E- E) è una configurazione di tipo 
2) peru=—. Si congettura che le configurazioni di tipo 2) siano tutte ottenute 
cost. Il che è già stato provato per u<9 (Bridges e Kramer, 1970) e per y, primo 
(Singhi e Shrikhande, 1975) 

Il problema seguente (Erdis e Lovasz) è risolto (Deza, 1973): determinare 
la migliore funzione f tale che per 5>f(max |E,|) ogni configurazione che verifica 
R,: |E,0Ey\=w sia una «stella», cioè tale che E,= A+Ej con |A|=yp ed 
E,NE= © (in questo caso B<v—-u+1). 

Si mostra anche (Deza, Singhi) che se una configurazione verifica R,: 
|El=R e |E:NE;l=w oppure 0, allora o v=b, 0 u divide &. 

Osservazione: La determinazione delle configurazioni che verificano R, è 
collegata al problema dell’amicizia (cfr. $ 2.6). In effetti, se si indica con E, l’in- 
sieme dei vertici adiacenti al vertice x,, dire che due vertici hanno uno e uno solo 
vicino in comune significa dire che |E,0E,]=1. 

La configurazione deve verificare inoltre: se x, € E,, allora 76 £,, Una ge- 
neralizzazione possibile (Sos, 1973) è determinare le configurazioni che verifi- 
cano } e risolvere il problema dell’amicizia corrispondente, ossia determinare 
un sistema di terne S=(X, 7) tale che per ogni terna a, bd, c esista uno ed un solo 


xe X tale che {x, a, bd}, {a, x, c}, {x, b, c}e T. 


Generalizzazione della disuguaglianza di Fisher. 


TEOREMA (Ray-Chaudhuri e Wilson, 1971). Consideriamo una (v, k, b,)t-con- 


$ v 
figurazione con t=2s e v=k+-s, allora b=> | } 
$ 


Per s=2 si conoscono solo 2 s-configurazioni che verificano db = (*). ot- 
tenute per s=2. 3 

Non ne esistono altre per s= 2 (Ito, 1975), e per È fissato, ne esistono al più 
un numero finito (Deza, 1975). L'esistenza di tali configurazioni è collegata con 
quella dei codici perfetti (Delsarte, 1973). 

Sommariamente, un codice che corregge e errori è un sistema (X, è) tale che 
|E, A Ey|=2e+1 (ove A è l’operazione di differenza simmetrica di insiemi). Si 
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ev mi 200 
;a | ) ; e un codice è detto perfetto se vi è 
A 
0 È è. DEN 
uguaglianza. Il difficile problema della caratterizzazione dei codici perfetti è sta- 
to recentemente risolto (Van Lint, 1974). 


dimostra che, per un codice, b<2° 


Le (v, k, X)-configurazioni note. Il primo risultato ottenuto concerne le 
(v, 3, 1)-configurazioni, ovvero le celebri terne di Steiner (congettura di Steiner, 


1853). 


TEOREMA (Kirkman, 1847; Reiss, 1859). Una (v, 3, 1)-configurazione esiste se 
e solo sev=1 0 3 (mod 6). 


Per valori piccoli di k, si ha: 


TEOREMA (Hanani, 1960, 1973). Le condizioni necessarie, cioè Mv(v— 1)=0 
(mod K(kK-1))eX(v—1)=0(mod (k—1)) di esistenza di una (v, k,})-configurazio- 
ne sono sufficienti per K= 3, 4, 5 eogni eccetto v=15,h=5,)=2eperk=6,=2 
eccetto v=21, kR=6,}=2. 


Nel caso A= 1, se & è primo, le condizioni necessarie si riducono a v=1 
o È (mod kA(R-1)). . 

Se k non è primo, si hanno altre congruenze possibili, per esempio per &= 6, 
v=16 0 21 (mod 30). Lola 

Si era congetturato che per È e X fissati, eccetto che per un numero finito di 
valori di v, le condizioni necessarie di p. 482 fossero sufficienti. AI contrario si 
era congetturato che per X= 1 non esistessero delle (v, k, X)-configurazioni che 
per v=1 0 & (mod &(R—-1)). Ora, 


TEOREMA (Wilson, 1974). Per k e X fissati, se v è abbastanza grande, v> f(k,}.) 
una (v,k,})-configurazione esiste see solo seXv(v-1)=0(modk(k—1))eX (0-1)= 
=0 (mod (k--1)). 


Ed è stato possibile esibire una (106, 6, 1)-configurazione (Mills, 1975). 


Tavole delle (v, k, \)-configurazioni. Delle tavole dànno i valori dei parame- 
tri delle (v, &, X)-configurazioni conosciute, ordinate secondo i valori crescenti di 
r=M(v—1)/(k—1). La prima, dovuta a Fisher e Yates (1943), dava le soluzioni 
conosciute per r<10. La più recente, dovuta a Di Paola, J. S. e W. D. Wallis 
(1974) dà le soluzioni conosciute per 7 < 30. Nella prima tavola, dodici valori non 
erano ancora decisi; attualmente, per 7<10, si continua a non sapere se le 
(46, 6, 1) e (56, 6, 1)-configurazioni (per le quali r=9 e 10 rispettivamente) esi- 
stano o no. 


Le configurazioni simmetriche. Le configurazioni che verificano R Ray R$, 

* sono dette configurazioni simmetriche (symmetric block designs) perché la lo- 
ro matrice è quadrata: b= <. DE 

In effetti, in virtà della disuguaglianza di Fisher (cfr. sopra), R, e R$ impli- 

cano b>v, e R* ed R, implicano b<v. Si mostra anche che per un sistema in cui 
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v=b, «R, ed R,» implicano R# ed R$ e reciprocamente. In particolare, una 
(0, k, ))-configurazione simmetrica verifica R,. 

Per esempio: una matrice di Hadamard di ordine m è una matrice 77, con coef- 
ficienti +1 e — 1, tali che HH‘=mI (H°è la trasposta di H, ed I la matrice unità 
di ordine m). Non esistono matrici di Hadamard salvo che per m=2 e m=4. Per 
i multipli di quattro, il primo valore non deciso è m= 188. Si dimostra che si può 
associare a una matrice di Hadamard di ordine 4 una configurazione simmetrica 
(4n—-1, 2n-1, n-1). 


Condizioni necessarie di esistenza di una configurazione simmetrica. 


TEOREMA (Bruck, Chowla, Ryser, Shrikhande e Schitzenberger). Se esiste una 
(v, k,))-configurazione simmetrica, allora 1) se v è pari, RX è un quadrato, 2) 
se v è dispari l’equazione x*=(k—)\)y?+(—1)®-/2 X2° ammette una soluzione con 
interi x, y, 2 non tutti null. 


Esempi di applicazioni: Secondo 1), non esistono (22, 7, 2)-configurazioni, 
poiché 2-X= 5. Secondo 2), non esistono (43, 7, 1)-configurazioni, poiché l’e- 
quazione x? = 6y?— 2° non ha soluzioni intere non nulle. Ora, i parametri di que- 
ste configurazioni verificano le condizioni necessarie di p. 482. Attualmente, non 
si conoscono delle terne (v, #, X) che soddisfino le condizioni del teorema e per le 
quali non esistano delle configurazioni simmetriche! 


Piani protettivi. Una classe importante di configurazioni simmetriche è for- 
nita dai piani proiettivi. Un piano proiettivo è un sistema di sottoinsiemi (gli ele- 
menti sono chiamati punti e gli spigoli rette) che verifica gli assiomi seguenti: 


A;) Per due punti passa una ed una sola retta (R* con X= 1). 
As) Due rette si intersecano in uno ed in un sol punto (R, con p=1). 
Az) Esistono quattro punti tali che tre qualsiasi di essi non sono allineati. 


Un piano proiettivo è detto di ordine x se una sua retta contiene +1 punti. 
Si dimostra allora che ogni retta contiene 2+1 punti, e, per dualità, che ogni 
punto appartiene an +1 rette. Un tale piano contiene nr2+x+1 punti e n°+n+1 
rette, da cui 


TEOREMA. Un piano proiettivo di ordine n è una (n2+n+1,n+1, 1)-configura- 
zione simmetrica. La (17,3, 1)-configurazione data come esempio 2 a p. 479 è un piano 
protettivo di ordine 2. 


L'esistenza di un corpo finito con 7 elementi per = p*, p primo, implica fa- 
cilmente: 


TEOREMA. Se n=p®, con p primo, esiste un piano protettivo di ordine n. 
Inoltre la condizione 2) del teorema di Bruck e altri presentato sopra dà: 


TEOREMA (Bruck e Ryser, 1949). Se esiste un piano protettivo di ordine n con 
n=1 0 2 (mod 4) allora esistono degli interi x ed y tali che n= x°+y®, îl che implica 
la non-esistenza di piani proiettivi di ordine 6, 14, 21, 22... 
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Il primo valore di x non «deciso» per l’esistenza di un piano proiettivo è 10. 
L'esistenza di un tale piano sarebbe stata implicata dalla verità della congettura 
di Eulero (cfr. p. 489), ma questa si è rivelata falsa! 


Piani affini. A partire da una (7, È, ))-configurazione simmetrica, si ottiene 
sopprimendo uno spigolo e tutti gli elementi che esso contiene una (v -h, R-A, 
))-configurazione chiamata configurazione residuale. Per X=1,2 ogni (v—È, 
k-), X)-configurazione può essere ottenuta cosf (Hall e Connor, 1953) ma que- 
sto non è vero per X>3 (Bhattacharya, 1944). 

La configurazione residuale ottenuta a partire da una (n°+n+ 1,n+1, I)- 
configurazione simmetrica è una (n?, n, 1)-configurazione chiamata piano affine 
di ordine n. Lo si può definire assiomaticamente: 


A;) Per due punti passa una ed una sola retta (R$ con X= 1). 

A;) Sia x un punto ed E, una retta non contenente x, allora per x passa 
una ed una sola parallela ad E, (due rette E, ed E sono parallele se 
E0KE= ©). 

Ay) Esistono almeno tre punti non appartenenti ad una stessa retta. 


Un piano affine è detto di ordine n se una retta contiene 7 punti, il che implica 
che ogni retta contiene n punti, ogni punto appartiene an+ 1 rette; un tale piano 
contiene n° punti e n(n+1) rette. 
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Figura 15. 
Piano affine e piano proiettivo di ordine 3. 


487 Combinatoria 
TEOREMA. Se n= p*, p primo, esiste un piano affine di ordine n. 


Dimostrazione: Sia K il corpo finito con x elementi. Si prendono come punti 
le n? coppie (x, y) di Kx K e come rette, per ce K, le rette D,= {(x,y)|x=c} 
e per (2, )eKx K le rette D,.,= {(x, y)]y=ax+b} (si ritrova il procedimento 
di costruzione della geometria affine in R?). Si può notare che si hanno n+1 fasci 
di n rette parallele, i fasci essendo C_,= {D, | ce K} e C,= {D,,, | bE K} for- 
mato dalle rette di pendenza a. Si esprime questa proprietà dicendo che la (n, 
n, 1)-configurazione è risolubile (cfr. p. 491). 

A partire da una geometria affine di ordine n si costruisce facilmente una geo- 
metria proiettiva di ordine n, aggiungendo r+1 punti (detti i punti all’infinito) 
corrispondenti agli n-1 fasci (o direzioni) delle rette, e una retta (detta retta 
all'infinito) contenente questi 2+1 punti. 

Per esempio: la geometria affine di ordine 3 data alle pp. 480-81, a partire da 
cui si costruisce una geometria proiettiva di ordine 3 0 (13, 4, 1)-configurazione 
simmetrica (fig. 15). 

Si può generalizzare la nozione di piano proiettivo (piano affine) a quella di 
geometria proiettiva (geometria affine) di dimensione s e di ordine n. (Il caso 
s=2 corrisponde al piano). 

Una geometria proiettiva di-dimensione s e di ordine r corrisponde a una 
ra n= 1 ns1-1 


s———,——— |-configurazione simmetrica. 
n-1 n-1 n-1 


Quadrati latini. Un quadrato latino di ordine ” è una matrice quadrata 
A= (a; I<i,j<n)i cui coefficienti a;; sono 1, 2, ..., 2 e tale che ogni riga ed ogni 
colonna di A è una permutazione degli elementi 1, 2, ..., n (si può anche dire che 
ogni intero 7 (1 <<) appare una volta in ogni riga e in ogni colonna). Nella fi- 
gura 16, a) e è) sono due quadrati latini di ordine 3. 

Per ogni x, esiste almeno un quadrato latino di ordine 7, tavola di moltipli- 
cazione di un quasi-gruppo. 

La determinazione del numero 7°(n) dei quadrati latini di cui la prima riga e 
la prima colonna si scrivono (1, 2, ..., 2) è un problema difficile. Eulero (1779) ha 
mostrato che 7°(2)=T(3)=1, T(4)=4, T(5)=56. 


Figura 16. 
Quadrati latini di ordine 3. 
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Inoltre, si è riusciti, con l’aiuto del calcolatore, a determinare T(n) per 


n<9, nel 1975; l’ultimo è: T(9)=377 597 570 964 258 816. 


Quadrati latini ortogonali e tabelle ortogonali. 


DEFINIZIONE. Due quadrati latini di ordine n sono detti ortogonali se le n? cop- 
pie (a;;, b;;) sono distinte. In maniera immaginosa si può dire che, sovrapponendo 
i due quadrati latini, si ottiene un quadrato contenente tutte le coppie (i,j): 
I<i,j<n. 


I due quadrati latini a) e 5) della figura 16 sono ortogonali (fig. 17). 

t quadrati latini sono reciprocamente ortogonali se sono a due a due ortogo- 
nali. Sia N (n) il numero massimo di quadrati latini di ordine n, reciprocamente 
ortogonali; si ha N(n)<n—1. 

L'esistenza di (n—-1) quadrati latini ortogonali di ordine x è equivalente alla 
esistenza di un piano proiettivo di ordine n. La dimostrazione di questo teorema 
si può fare utilizzando la nozione di tabella ortogonale introdotta da Rao nel 1947 
e utilizzata in statistica ed in teoria dell’informazione. 

Una (N, 4, n, t)-tabella ortogonale è una matrice a & righe ed N colonne i 
cui elementi appartengono ad un insieme X di cardinale n e tale che ogni sotto- 
matrice a ? linee e N colonne contiene tutte le #-uple possibili di X esattamente 
X volte come vettori colonna. 

Si ha N=%#2. Nel caso X=1, #=2, l’esistenza di una (x2, &, n, 2)-tabella 
ortogonale è equivalente all'esistenza di (£K—-2) quadrati latini ortogonali di or- 
dine n. Si ha un esempio nella figura 18. 

Riassunto dei paragrafi sui piani proiettivi e affini e su quadrati latini e tabelle 
ortogonali: 


TEOREMA. C°è equivalenza tra l’esistenza 

a) di (n—1) quadrati latini ortogonali di ordine n 

6) di una (n*,n+1, n, 2)-tabella ortogonale 

c) di un piano protettivo di ordine n 

d) di una (n2+n+1,n+1, 1)-configurazione simmetrica 
e) di un piano affine di ordine n 

f) di wa (n°, n, 1)-configurazione. 


Figura 17. 
Sovrapposizione dei due quadrati latini ortogonali della figura 16. 
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Figura 18. 
Una (9, 4, 3, 2)-tabella ortogonale. 


COROLLARIO. Se 2=p%, p primo, allora N(2)=n-1. 

Nel caso in cui 149%, p primo, si ha il molto utile risultato seguente: 

TEOREMA (MacNeish, 1922). N (n, x 3)=min{N (7), N(n3)}. 

COROLLARIO. Se n=p{"pz°...pf", con i p; primi, p;#);, allora 
N(n)=min{pf-1, pi2-—1, ..., p#r_1}. 


COROLLARIO. Se 32 (mod 4) esistono almeno due quadrati latini ortogonali 
di ordine 7. 


Il caso 7=2 (mod 4) è quello della sfortunata congettura di Eulero. 


Fine della congettura di Eulero. Eulero propose nel 1782 un problema ricrea- 
tivo: si possono disporre 36 ufficiali di 6 gradi e di 6 reggimenti diversi in una 
formazione quadrata in modo che ogni riga ed ogni colonna di questa formazione 
contenga uno e un solo ufficiale di ogni grado e uno e un solo ufficiale di ogni reg- 
gimento? Se si numerano i gradi ed i reggimenti da 1 a 6, si può associare ad 
ogni ufficiale una coppia (i, j) ove i è il numero del suo grado e j quello del suo 
reggimento, da cui 36 coppie distinte. Si è allora condotti a costruire due quadrati 
latini ortogonali di ordine 6. 

Eulero congettura che una tale configurazione è impossibile, e che, più in ge- 
nerale, se x=2 (mod 4) non esistono due quadrati latini ortogonali di ordine x. 
Tarry nel 1900 verificò (enumerando tutti i casi possibili) che non esistono due 
quadrati latini ortogonali di ordine 6. Ma in seguito, nel 1960, Bose, Shrikhande 
x Ra hanno mostrato che la congettura di Eulero è, eccetto che per n=6, 

alsa. 


TEOREMA. Se n342 0 6, esistono 2 quadrati latini ortogonali di ordine n. 
(N(m)=2). 


Per esempio: nella figura 19 si ha la sovrapposizione di due quadrati latini di 
ordine 10 ortogenali (il primo scritto con lettere latine, il secondo con lettere 
greche). Si ha N(2)=>3 per n=47; N(n)=4 per n=52; N(n)=>5 per n>62; 
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Figura 19. 
Sovrapposizione di due quadrati latini ortogonali di ordine 10. 


N(n)=6 per n=90 e per n abbastanza grande N(n)=n!/!7 (Guérin, Hanai, 
Wilson). 


Configurazione di Howell e Room. Siano n ed s due interi con n<5<2n-1. 
Una configurazione di Howell è una tabella quadrata ad s linee ed s colonne, le 
cui caselle sono o vuote, 0 coppie di elementi di 1, 2, ..., 27, e tali che: 1) ogni 
coppia di interi di I, 2, ..., 2 appare al più una volta nella tabella; 2) ogni intero 
tra I e 27 appare una e una sola volta in ogni riga e in ogni colonna. I 

Queste configurazioni sono state concepite dapprima per organizzare i tor- 
nei di bridge (Howell, 1900); le righe rappresentano le partite e le colonne i giochi ; 
se la coppia (a, 3) appare nella p-esima riga e nella g-esima colonna, ciò significa 
che la squadra A ha giocato nella p-esima partita contro la squadra B con il 


gioco q. tr o. 

Nel caso in cui si abbia s= x, sovrapponendo due quadrati latini costruiti ri- 
spettivamente sugli elementi I, 2, .., re n+1,..., 22+1, si ottiene una solu- 
zione. 


Inoltre si può trovare una soluzione per = 6. In questo esempio 21=6 e 
s=3: 
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Cia 
[eo] _|_  |6a]en]66]__ 
[es] [6a [Go [en] 


Configurazione di Room. 


Figura 20. 


L’altro caso estremo, s= 2r— 1, ha dato luogo a numerosi lavori sotto il nome 
di configurazione di Room (Room squares), che ha introdotto queste configura- 
zioni nel 1955 senza conoscere i lavori di Howell. Si può dimostrare allora che 
ogni coppia di elementi compare esattamente una volta, 

Per 21=4 0 6, non esistono tali configurazioni. Si dà una configurazione di 
Room per 2r=8 (s=22-—1=7) (cfr. fig. 20). 

Infine si ha il 


TEOREMA (Horton, Mullin, Stanton, Wallis, 1974). Per ogni n>4, esiste una 
configurazione di Room di ordine n. 


Configurazioni risolubili. Una (v, k, X)-configurazione (X, &) è detta risolu- 
bile se si può suddividere l'insieme & degli spigoli in r classi, tali che gli spigoli di 
ogni classe formino una partizione di X. 

Esempio: l'insieme 3 di p. 479 (geometria affine di ordine 3) è una (9, 3, 1)- 
configurazione risolubile. La prima classe comprende gli spigoli E,, E», £3; la 
seconda gli spigoli E4, E;, Es; la terza gli spigoli £,, Ex, E, e la quarta gli spi- 
goli E10, É11, É1s- Si mostra che ogni (n8, n, 1)-configurazione è risolubile, con le 
classi corrispondenti alle direzioni della geometria affine. 

Una delle motivazioni per lo studio di queste configurazioni è stato il problema 
di Kirkman (1850), che congetturò l’esistenza di una (v, 3, 1)-configurazione ri- 
solubile per v=3 (mod 6); in particolare egli presentò il problema per v= 15 nei 
termini ricreativi seguenti. Si vogliono organizzare 7 passeggiate di 15 scolari, 
in fila per 3, durante i sette giorni della settimana, di modo che ogni scolaro marci 
con ciascuno degli altri una e una sola volta nella stessa fila. Ciò corrisponde pro- 
prio all'esistenza di una (9, 3, 1)-configurazione risolubile, gli scolari essendo gli 
elementi di X, le file gli spigoli e le classi parallele i giorni della settimana. Una 
soluzione. è la seguente: 


18 
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Lunedf (1, 2, 4) (5, 8,13) (3, 9 12) (6, 10, 11) (7, 14, 15) 
Martedi (2,3,5) (6, 9, 14) (4, 10, 13) (7,11, 12) (1, 8,15) 
Mercoledi (3, 4, 6) (7, 10, 8) (5, 11, 14) (1, 12, 13) (2, 9, 15) 
Giovedî (4, 5,7) (1,11, 9) (6, 12, 8) (2,13, 14) (3, 10, 15) 
Venerdì (5, 6, 1) (2, 12, 10) (7,13, 9) (3,14, 8) (4,11, 15) 
Sabato (6,7, 2) (3,13, 11) (1, 14, 10) (4, 8, 9) (5, 12, 15) 
Domenica (7,1, 3) (4, 14, 12) (2, 8,11) (5 9 10) (6,13, 15) 


TEOREMA (Ray-Chaudhuri e Wilson, 1970). Se v=3 (mod 6), esiste una (0,3, 
1)-configurazione risolubile; e (con Hanani, 1972): Se v=4 (mod 12) esiste una 
(v, 4, 1)-configurazione risolubile. 


Una generalizzazione interessante della nozione di (v, &, X)-configurazione 
risolubile è la seguente: una (v, k, 7) t-configurazione è detta #-risolubile se si 


possono ripartire gli spigoli in b, classi, b;= li . / L a) di modo che ogni 
classe sia una (, &, 1) i-configurazione. EA oa 

Un caso particolare interessante è l’esistenza di (0, k, 1)-configurazioni che 
siano i-risolubili. O ancora per quali valori di v si possono colorare i sottoinsiemi 


ETTARI .._ fo—-i ERO ; 
con & elementi di un insieme di v elementi in ( .) colori di modo che per ogni 
—i 


; k 
sottoinsieme di i elementi i (; si sottoinsiemi che lo contengono abbiano colori 
diversi? Rd 
Nel caso î= 1, si può formulare il problema come segue: per quali valori di 
v si possono suddividere i sottoinsiemi di & elementi di un insieme X di v ele- 
menti in classi, ogni classe essendo essa stessa formata di spigoli che suddivi- 
dono X? 


Risposta: la condizione necessaria, k divide v, è anche sufficiente (Baranyai, 


1975). 
TEOREMA. La (v, &, 1) k-configurazione è 1-risolubile. 


L'esistenza di (v, &, 1) &-configurazioni 2-risolubili è un problema aperto. 
Nel caso & = 3, ciò corrisponde alla esistenza di (v— 2) sistemi di terne di Steiner 
senza terne in comune. Se ne congettura l’esistenza per V=1 0 3 (mod 6), v=9 
(Doyen). 

Si dimostra che la esistenza di (v, k, 1) t-configurazioni è legata alla determi- 
nazione del numero di stabilità (numero massimo di vertici non collegati) del 
grafo seguente: i vertici rappresentano i sottoinsiemi con k elementi di X, due 
vertici essendo collegati se i sottoinsiemi s’intersecano in almeno # elementi. E 
l’esistenza di una (v, £, 1) &-configurazione t-risolubile è collegata alla determi- 
nazione del numero cromatico di questo grafo (Bermond e Meyer, 197 5). 


Metodi di costruzione. Si possono classificare in due tipi: il metodo delle 
differenze introdotto da Bose, che è un metodo di costruzione diretta molto utile 
per valori piccoli di £ e v; e il metodo di composizione. 
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l Sia G un gruppo abeliano avente v=R(k—1)h+1. Una «(v, 4, ))-famiglia di 
differenze » è una famiglia di sottoinsiemi di & elementi di G: E,, Ea, ..., E, tale 
che ogni elemento non nullo appaia esattamente una volta come differenza di 2 
elementi di un &,. 


Per esempio £, = {1, 3,9} e E,= f2, 6 titui 
suli Ar {1, 3,9} {2, 6, 5} costituiscono una (13, 3, 1)-fa- 
i Se gli E,(qg=1, 2, ..., k) formano una (0, £, X)-famiglia di differenze, i sotto- 
insiemi E,+g (g= 1,2, ..., 4; ge G) formano una (v, k, X)-configurazione, con 
E,tg= {tg -, xx+g} se E,={w, ..., 4} 

Cosi gli spigoli (1+2,3+8,9+£), (2+g, 6+£, 5+g) ove 1<q<13 e ove i 
numeri sono presi modulo 13, formano una (13, 3, 1)-configurazione. 


Seo : SRSRENTIET, 
| TROREMA. Lesistenza di una (v, k,\)-famiglia di differenze implica l’esistenza 
di una (v, k, })-configurazione. 


. metodi di composizione consistono nel costruire una configurazione a par- 
tire da configurazioni costruite su insiemi aventi meno elementi. A titolo di esem- 
pio si cita il seguente 


I toda Se esistono una (v,, A, 1)-configurazione ed una (v,, k, 1)-configura- 
zione e R—2 quadrati latini ortogonali di ordine v,, allora esiste una (v,-v3, k, 1)- 
configurazione. pi 


Da sac . : 
‘OROLLARIO (Moore, 1893). L'esistenza di una (v;, 3, 1)-configurazione e di 


una (vo, 33 1)-configurazione implica l’esisten i un nfi 
; esistenza di una (00 I)-C n 
zione. ( 102; 3» ) onligura 


l I metodi di composizione hanno permesso di ottenere i risultati presentati 
nei paragrafi sulle (7, k, X)-configurazioni, sulla congettura di Eulero e sulle con- 
figurazioni risolubili. 

; De fatto, si applica questo metodo su configurazioni più generali (paîrwise 
alanced design), che verificano R$ ma non R;: gli spigoli non hanno più una 


cardinalità costante, ma una cardinalità appartenente ad un insieme K di in- 
teri. 


Generalizzazioni. Lo studio delle configurazioni verificanti solamente R 
e R7 ha dato luogo a numerose ricerche. Una classe importante corrisponde agli 
schemi di associazione (partially balanced incomplete block designs) (Bose) 

Uno schema d’associazione è definito dall’assegnare m classi C;, 1 <i<m che 
suddividono l’insieme delle coppie di elementi di X e che verificano le proprietà 
seguenti: due elementi x ed y essendo chiamati i-associati, se la coppia {x,y} 
appartiene alla classe C;, si deve avere: 1) ogni elemento x possiede n; i-associati 
(n; essendo indipendente da x); 2) se due elementi x ed y sono i-associati, il nu- 
uno Si Jon Si x e R-associati di y è ri, (indipendente dalla scelta 

La configurazione ottenuta a partire da un tale schema verifica R,, R* e la 
proprietà: due elementi i-associati appaiono insieme in esattamente È spigoli 
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L'esistenza di schemi di associazione a due classi è equivalente dA 
di grafi «fortemente regolari» ove ciascun vertice ha un numero costante # ; i 
vertici vicini e ove ogni coppia di vertici adiacenti ha un numero costante 71,, 
di vicini comuni ed ogni coppia di vertici non adiacenti ha un numero 2%» 
nè, di vicini comuni (i grafi dell’amicizia (cfr. $ 2.6) sono casi particolari ov 
Pero izzazi ioni G designa un 
Un'altra generalizzazione è quella delle G-configurazioni (ove ( gna ; 
grafo). Si indica con K, il grafo completo a v vertici ove due vertici qua 2: Da 
no sempre adiacenti. Una (v, È, 1)-configurazione non è altro che una Li se 
ne dei lati di XK, in grafi completi ak vertici K, poiché ogni SPESO i ver - 
appare in un solo «blocco». Se Xk, indica il multigrafo completo 6 pa vi > 
ci qualsiasi sono congiunti con X lati, e G un grafo a k vertici, si > ama sai dle 
G-configurazione una partizione degli spigoli di Xk, in sottografi isomor i _ 
Proposizione: Se esiste una (v, £, 2) G-configurazione, allora I) vin DES 
divisibile per il numero degli spigoli di G; 2) (v—1) è divisibile per il mass 
‘ comun divisore dei gradi dei vertici di G. vd 
Il problema dell’esistenza è stato risolto completamente nel caso in cui G è 
una catena con £ vertici (Huang). Se v è abbastanza grande, le condizioni neces- 
sarie precedenti sono anche sufficienti (Wilson, 1976). fa 
La generalizzazione nel caso in cui G è DREnCAtO consiste ne a ì per 
quali valori di v esista una partizione degli archi di K% (grafo completo si 
simmetrico ove due vertici x ed y sono congiunti mediante un arco (x, y) ed un 
arco (9, x) in sottografi isomorfi a G). Si dà un esempio nella figura 21. 


TEOREMA (Bermond, Bruck e Mendelsohn, 1971). Se v#6, v=o0 oppure 1 
(mod 3), gli spigoli di K% possono essere suddivisi in circuiti di lunghezza 3. 


io ca SO die 
Si congettura che gli spigoli di K,,,, possano essere suddivisi - cc. I n ” 

grafi tutti isomorfi ad un albero dato avente spigoli (Ringel), e che gli a 

K* possano essere suddivisi in circuiti hamiltoniani per v=7 (Bermond e Faber). 


I 14 I 
2 
2: Fa i 4 
4 2 VA 
3 3 3 


Figura 21. 
Partizione dei lati di K* in circuiti di lunghezza 3. 
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3.5. Complessità degli algoritmi combinatori. 


La congettura dei problemi « esponenziali » e dei problemi « polinomiali ». Qua- 
lunque sia la definizione formale che si dà di un algoritmo, non è difficile essere 
d’accordo su ciò che è una operazione elementare di calcolo, indipendente dalla 
dimensione del problema risolto. Il problema della complessità degli algoritmi, 
qui considerato, consiste nel calcolare un limite superiore per il numero di ope- 
razioni elementari richieste nella risoluzione di un problema combinatorio. 

Hopcroft e Tarjan hanno dimostrato che si può decidere se un grafo dato è 
planare o no in un tempo dell’ordine di x log n, cioè secondo un calcolo che 
comporta un numero di operazioni elementari dipendenti in modo pressoché li- 
neare dalla dimensione del problema, nel caso dal numero dei vertici del grafo. 
Hoperoft e Karp hanno dimostrato che un accoppiamento massimo del problema 
di Kénig (cfr. $ 2.7) è calcolabile in un tempo O(n%?). E, se l’accoppiamen- 
to è ricercato in un grafo qualunque, e non bipartito, allora il tempo di calcolo 
è O(n8). 

I problemi di calcolo della combinatoria possono essere divisi in due gruppi: 
i problemi risolti da un «buon» algoritmo e i problemi inestricabili [cfr. Edmonds 
1965]. I primi necessitano di un tempo di calcolo esprimibile da un polinomio in 
n; i secondi sembrano necessitare di un tempo di calcolo di ordine esponenziale, 
cioè non sono riconosciuti (ancora) come del primo gruppo. 

Cobham, Edmonds, Rabin e Karp hanno sviluppato la teoria di questa classi- 
ficazione da cui risulta in breve che tutti i problemi di natura esponenziale — e 
se ne identificano sempre più — sono dimostrati algoritmicamente equivalenti, nel 
senso seguente: o essi sono tutti calcolabili in un tempo polinomiale, oppure nes- 

suno lo è. La congettura che questa classe di problemi (detti «completi») non 
ammetta tempi di calcolo polinomiale è una delle più sconvolgenti degli ultimi 
anni; eppure sembra fondata. 


Lista di Karp dei problemi completi. Dopo aver definito in termini di lin- 
guaggio formale l'equivalenza dei problemi di decisione combinatoria, Karp ha 
dimostrato che la classe dei problemi completi equivalenti comporta: 


1) decidere se esista un grafo completo a & vertici in un grafo dato a n vertici; 

2) decidere se in una famiglia di insiemi ne esistano & disgiunti a due a due; 

3) decidere per un grafo dato se esistano al più & punti incidenti a tutti gli 
spigoli; 

4) decidere se in una famiglia di insiemi di unione E esistano al più £ insiemi 
la cui riunione è E; 

5) decidere se in un grafo orientato esistano al più & vertici tali che ogni 
circuito contenga almeno uno di essi; 

6) decidere se in un grafo orientato esistano al più £ archi tali che ogni cir- 
cuito contenga almeno uno di essi; 

7) decidere se un grafo orientato abbia un circuito hamiltoniano; 
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8) decidere se un grafo non orientato abbia un ciclo hamiltoniano; l 

9) decidere se con A colori si possano colorare i vertici di un grafo dato in 
modo che due vertici vicini siano di colori diversi; sgh l 

10) decidere se un grafo dato possa essere decomposto tutt’al più nella riu- 
nione di & grafi completi; RINO 

11) decidere se esista in una famiglia di sottoinsiemi di un insieme £ una sot- 
tofamiglia che sia una partizione di E nea. ME Li 

12) decidere se esista, per una data famiglia di insiemi, un insieme che in- 
contra ognuno esattamente in un elemento; er si 

13) dato un grafo con spigoli valutati positivamente, e un sottoinsieme A 

© di vertici, decidere se esista un albero parziale del grafo passante per i 
vertici di R e di valore totale dato Ri 

14) 7 essendo un insieme finito di cardinale n e UCTx Tx T, decidere se 
esistano n elementi di U, distinti a due a due su ognuna delle loro tre 
componenti; 


15) dati degli interi relativi 4,, 49, ...) Am d, stabilire se esista un vettore (x,, 


X3, «+, Xp) con componenti 0 od 1, tale che È; a;jx;=b; 


atei EE A . 

16) data una famiglia di interi relativi distinti o meno, stabilire se sia possi- 
bile dividerla in due parti in modo che le somme siano uguali nelle due 

arti; . . ». . . . 

17) deli un grafo con spigoli valutati negli interi relativi, ed un numero È 
positivo, decidere se esista un sottoinsieme di vertici R tale che la somma 
dei valori degli spigoli incidenti ad un solo vertice di R sia maggiore od 
uguale a k. (Si noti che il problema della somma inferiore od uguale a & 
è risolto in un tempo polinomiale dalla teoria dei flussi di Ford e F ulker- 
son). 

I 17 problemi qui sopra sono dimostrati equivalenti al problema della com- 

patibilità: sani 

(0) Dato un insieme di r variabili booleane x, con le loro negazioni &;; 
U= {x,, %2, Xp dd Xn} € P clausole Ci, C5, ..., C, ossia dei sot- 
toinsiemi di U, stabilire se esiste una clausola SU tale che S abbia una 
intersezione non vuota con ciascuna delle clausole, e non contenga 
contemporaneamente una variabile e la sua negazione. 


La lista di cui sopra è probabilmente destinata ad allungarsi nei prossimi vee 
con numerosi problemi fondamentali. Basti citare un caso in cui non è decisa ap- 
partenenza alla classe « polinomiale » 0 alla classe «completa»: due grafi dati sono 


o meno isomorfi? 


Avvertenza. Il risultato che precede è carico di conseguenze pratiche. a 
effetti si pretende di risolvere — imperativamente come talvolta eni = De 
problemi di cui sopra per una dimensione x che superi 50 0 100, è în re 
elaborare un metodo approssimato che tenda a fornire soluzioni sn uo- 
ne, o ancora un metodo del tipo proposto in seguito per il viaggiatore di com- 
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mercio. D'altra parte non occorre sperare di trovare facilmente, per gli spazi di 
soluzioni dei problemi pretesi, esponenziali delle proprietà operatorie di tipo usua- 
le, per la semplice ragione che esse autorizzano un calcolo pi economico (a meno 
che i problemi esponenziali non siano che un'illusione della nostra ignoranza). 


3.6. Metodo di separazione e valutazione progressiva (branch and bound ) 


Il problema del commesso viaggiatore (Gomory). Ha suscitato ricerche algo- 
ritmiche di portata molto generale, a proposito delle economie di calcolo possi- 
bili in una situazione esponenziale. Il celebre businessman cerca di viaggiare al 
minimo costo: vuole passare per x città in un ordine qualunque e tornare alla 
prima, ossia percorrere un circuito hamiltoniano del grafo completo a x vertici o 
tournée. Quando va dalla città : alla città j, il costo è Cij. Egli cerca la tournée che 
minimizzi il costo totale. Si è dimostrato che il numero di operazioni elementari 
per calcolare la tournée minima può, con molta ingegnosità, essere maggiorato da 
Cn?2", ove C' è una costante (il che è già meglio di (11)!) 


Separare e minorare. Per ricercare in un vasto insieme £ di soluzioni di un 
problema, ove ogni soluzione e ha un valore economico f(e), una delle soluzioni 
minime e*, si costruisce progressivamente una partizione di E, sempre pit fine, 
tale che si sappia, per ogni classe, calcolare un buon minorante dei valori delle 
soluzioni della classe. Si nota che se una classe 4 di minorante @ contiene 
una classe B di minorante è allora a<b. Sia allora una proprietà p, che separi 
E in E, e nel suo complementare £, a seconda che e soddisfi o meno hp, Si 
suppone che una prima limitazione inferiore dei valori economici f(e) per ee E 
sia stata calcolata, cioè 4), e analogamente che siano calcolate delle limitazioni in- 
feriori a, per ee E, e al per eeÈ,. Beninteso, a, <a, 49<4|. 

Si supponga che E, abbia, tra £, ed #,, una limitazione inferiore minima 
a,<a;. Cioè una proprietà p, che separi E in E, ed È, e in particolare £, in 
E,NE, e E,NE,. Si suppone che delle limitazioni inferiori a, per ee E,NE,, 
ed a; peree E NÉ, siano calcolate; naturalmente a, <a, e a,<45. A questo punto 
la partizione di E ottenuta è {£,N5,, 5,04, È, }. Su una delle classi di limita- 
zione inferiore minima tra le classi della partizione ottenuta, si opera una nuova 
separazinne con una proprietà ps, e cosi via. Dopo un numero finito di separazioni 
appare necessariamente una classe di limite inferiore a* minimo tra le classi 
dell’ultima partizione ottenuta e contenente solo una soluzione e*; allora a*= 
=f(e*) (poiché questo è evidentemente il metodo di calcolo degli estremi infe- 
riori); e* è dunque la soluzione minima di E ricercata. Il metodo semplice di cui 
sopra si basa sulla scelta appropriata delle proposizioni p,, fs, ... e delle limitazioni 
inferiori ap, @,, 41, 43, 45, ... Primi tentativi di questo tipo di calcolo sono stati 
effettuati nel 1961 da Malgrange e Faure. Il metodo ha preso il nome di metodo 
branch and bound (Little, Murty, Sweeney e Karel, 1963), e «metodo di separazio- 
ne e valutazione progressiva» [Bertier e Roy 1965]. 


Di 
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Figura 22. 
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Figura 23. ; 
Arborescenza delle separazioni progressive (i numeri circolati indicano l’ordine delle 
separazioni e delle valutazioni, i numeri non circolati indicano i limiti inferiori). 
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Un esempio di commesso viaggiatore tra sette città. Si applica quiil metodo di 
Little al problema del commesso viaggiatore tra sette città X,, Xa, ..., X7 di cui 
si ha la tabella chilometrica delle c;; (fig. 22). Si comincia col sottrarre a ciascuna 
delle caselle di una medesima riga della tabella delle c;; la casella di minor valore; 
poi si ricomincia cosf per tutte le righe. La somma dei numeri sottratti da ogni riga 
costituisce evidentemente un valore per 4). Poi si prende per ), (e generalmente 
per };) le tournée che passano per l’arco (, 1), scelte nel modo seguente: per una 
casella (i, j) di valore nullo nell’ultima tabella ottenuta, si cerca il minimo della 
somma di una casella della linea î diversa da (i, j) e di una casella della colonna j 
diversa da (î, j), ossia a (î, j); (£, 1) è una casella di valore nullo di a (i, j) massimo. 
La somma ag+a(k, 1) costituisce evidentemente un valore per dj, poiché essa 
minora i valori delle tournée non passanti per (k, 1), e dunque passanti per una 
casella della riga & ed una casella della colonna 1 diversa da (£, 1). 3, è calcolato 
come a, sulla tabella dedotta dall’ultima tabella considerata sopprimendo la riga 
k e la colonna 1, e aumentando all’infinito i valori delle caselle incompatibili con 
(k, 1) su una stessa tournée. 

Si trova nella figura 23 l’arborescenza delle separazioni successive che risol- 
vono il problema posto: la decima separazione genera una classe con un solo ele- 
mento, 15462731, di cui il valore 20 è il limite inferiore minimo delle classi 
pendenti della arborescenza, cioè la partizione più fine ottenuta. Con un piccolo 
sforzo si ottengono le altre tournée minime uguali. 

L’esempio può sembrare rassicurante. Ma attenzione alle illusioni! Allo stato 
attuale delle conoscenze il tempo medio del calcolo dei problemi completi è espo- 
nenziale. [P. R.]. 
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Pur risalendo a tempi antichi, solo recentemente la problematica combinatoria si è 
configurata autonomamente. La sua importanza è cresciuta con il sorgere dell’informatica 
(cfr. comunicazione, informazione) e i suoi attuali sviluppi sono legati al sempre 
maggior rilievo che va assumendo, nei campi più diversi, il problema della descrizione 
della dinamica di un gran numero di unità cooperanti, seppur individualmente libere 
(cfr. centrato/acentrato, locale/globale, distribuzione statistica e, più in generale, 
insieme, sistema). La combinatoria non è tuttavia un corpo di dottrina ordinato e sta- 
bile: mentre alcune parti originariamente comprese in essa, come la logica algebrica 
(cfr. strutture matematiche) e il calcolo delle probabilità (cfr. calcolo, probabilità), 
hanno dato origine a sviluppi autonomi, nuovi problemi si sono posti al suo interno. Se 
grande è nella combinatoria l’importanza della teoria dei grafi (cfr. grafo) resta difficile 
suddividerla in parti ben distinte. Nell’articolo che precede si è pertanto scelto di fornire 
una serie di esempi commentati della problematica combinatoria e dei suoi possibili svi- 
luppi (cfr. anche algoritmo, curve/superfici, labirinto, rete). 


864 
it. Giappichelli, 


Pp. 5-27; 
no 1966, 


Grafo 


Un grafo G=(X,E) è un oggetto astratto costituito da un insieme X di 
punti (senza proprietà) e da un insieme £ di linee che congiungono tali punti 
(la sola proprietà di una linea è quella di essere incidente a due punti, distinti 
o coincidenti). Se si vogliono ordinare le due incidenze 0, come anche si dice, 
orientare la linea, allora il grafo è una «doppia applicazione» delle linee nei 
punti: un’applicazione per designare la prima incidenza (o incidenza iniziale) 
della linea, l’altra applicazione per designare la seconda (terminale) della linea. 
Gli specialisti di grafi dicono vertice o nodo invece di punto, spigolo invece di 
linea e arco invece di linea orientata. 

I grafi finiti dànno luogo attualmente ad attive ricerche, anzitutto perché il 
cammino del pensiero contemporaneo è forse più simile a una rete che a una 
linea retta; pui perché la nostra analisi dei sistemi naturali e l’elaborazione di 
sistemi artificiali dànno vita a molteplici reti e labirinti. Ma la ragione essenziale 
del progresso attuale dello studio dei grafi è legata ai successi matematici pro- 
priamente detti, successi relativamente recenti. Dapprima è occorso molto tem- 
po perché potessero emergere i concetti semplici e costruttivi per i ragionamenti 
pit combinatori che sono specifici dei grafi ($ 2); è occorsa poi una lunga ma- 
turazione perché potessero essere stabiliti i rapporti di questi oggetti molto ele- 
mentari — i grafi - con diversi settori della matematica, come le geometrie com- 
binatorie, l’algebra lineare, la programmazione intera, la topologia ($$ 3-6). Nel 
seguito si esporranno dunque varie teorie dei grafi piuttosto che una sola teo- 
ria: non si riesce infatti a intravedere una teoria unitaria, anche se, beninteso, 
va riconosciuta l’onnipresenza degli oggetti fondamentali: cicli, cocicli e alberi. 

I grafi si sono guadagnato il loro posto nella nomenclatura delle Mathemati- 
cal Reviews soprattutto per il fatto che da qualche anno è stata loro dedicata 
nel mondo una decina di riviste specializzate e di alto livello. Ma il concetto è 
ancora assente dai dizionari di matematica e i teoremi sui grafi, ritenuti piutto- 
sto delicati, figurano solo negli insegnamenti più avanzati della ricerca. In breve 
si può dire che oggi si combatte una autentica battaglia per riconoscere uno sta- 
tus istituzionale alla teoria dei grafi nell’edificio delle matematiche. Questo ar- 
ticolo, dunque, tratta proprio, in un certo senso, dello status matematico della 
teoria dei grafi, mentre rimanda per le applicazioni ad altri articoli di questa 
stessa Enciclopedia. Ma prima di svolgere la teoria è parso opportuno presen- 
tare un erbario dei grafi pit notevoli. 


1. Erbario. 


Un grafo è detto semplice se non ha due spigoli con le stesse incidenze. Il 
grafo completo K,, è il grafo a 7 vertici ogni coppia dei quali è incidente a uno 
spigolo (fig. 1). Il grafo bipartito completo X,,, è il grafo a p+g vertici divisi 
in due classi di p e q vertici dove ogni coppia di vertici costituita da un vertice 
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Figura 1. 


I primi cinque grafi completi. 
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Figura 2. 


I primi cinque grafi bipartiti. 
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Tornei a quattro vertici. 


Figura 3. 


Figura 4. 


Tutti i grafi non-isomorfi a quattro vertici. 
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Figura s. 


I cinque grafi connessi non-isomorfi a quattro spigoli. 
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della prima classe e da un vertice della seconda è incidente a uno spigolo (fig. 2). 
L'orientamento di un grafo completo genera un torneo (fig. 3). Tra i tornei a 
vertici uno è transitivo e definisce un ordine totale dei vertici. 

Si dà la lista di tutti i grafi — non isomorfi — a quattro vertici (fig. 4) e quella 
di tutti i grafi connessi — non isomorfi — a quattro spigoli (fig. 5); le enumera- 
zioni sono fastidiose perché ricorrono costantemente a confronti di grafi: due 
grafi sono 0 no isomorfi? Non si conosce alcun algoritmo polinomiale che ri- 
sponda a questa domanda. Per esempio nella figura 14 si trovano due tracciati 
del grafo di Petersen. Casi estremi sono, da una parte, i grafi semplici connessi 
senza cicli (o alberi) (fig. 6); e, dall’altra, i grafi semplici formati da un ciclo (0 
poligoni) (fig. 7). Ogni grafo connesso può essere considerato come un albero, 
nel quale sono inoltre presenti altri spigoli ciascuno dei quali forma con l’albero 


Figura 6. 


I ventitré alberi a otto vertici. 
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I primi sei poligoni. 


Figura 8. 


Ogni grafo connesso è costituito da un albero e da spigoli formanti con l’albero 
dei poligoni. 
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un poligono (fig. 8); gli spigoli aggiunti all’albero costituiscono un coalbero. 

Un altro tentativo di scomposizione di un grafo consiste nel considerarlo 
come un poligono inscritto nel grafo stesso, un poligono cioè passante per tutti 
i vertici del grafo, mentre ai vertici sono inoltre incidenti altri spigoli, che for- 
mano delle corde del poligono. In realtà questa scomposizione non è sempre 
possibile e quando è possibile il grafo è detto hamiltoniano. Il grafo del dode- 
caedro è hamiltoniano (fig. 9). Tait aveva congetturato che ogni grafo cubico 
(in cui cioè ogni vertice ha grado 3, ossia ha tre spigoli incidenti), planare (che 
può cioè essere tracciato sul piano senza intersezione degli spigoli), 3-connesso 
(cioè che non può essere separato in due togliendo soltanto due vertici) fosse 
hamiltoniano; Tutte ha esibito un controesempio (fig. 10). Si conoscono nu- 
merose condizioni sufficienti perché un grafo sia hamiltoniano, ma non ancora 
delle condizioni necessarie e sufficienti. In un grafo orientato si può ricercare 
un poligono inscritto orientato, o circuito hamiltoniano. 


& 


A 


18 17 


Figura 9. 
Grafo del dodecaedro di William Hamilton (1859) e suo poligono inscritto. 


Figura 10. 


Il grafo di Tutte: cubico, 3-connesso, planare e non-hamiltoniano. 
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L’identificazione attraverso i vicini. Due vertici incidenti a uno stesso spi- 
golo sono detti adiacenti. Si consideri per un grafo semplice G a x vertici non- 
etichettati la famiglia degli ” insiemi di vertici adiacenti a uno stesso vertice 
e ci si proponga di ritrovare G. O meglio: assegnata una famiglia di insiemi, si 
cerchino le condizioni affinché esista un grafo che ammette questa famiglia co- 
me famiglia dei vertici adiacenti a un medesimo vertice. I due problemi sono 
ancora senza soluzione. 


Problema di ricostruzione. Un altro celebre problema è quello della rico- 
struzione. 

Per un grafo G connesso a 7 vertici si assegnino gli x sottografi che si pos- 
sono ottenere sopprimendo un vertice (e gli spigoli a esso incidenti) (fig. 11). 
Kelly e Ulam (1941) hanno formulato la seguente congettura: se G è finito, 
semplice e non-orientato con x vertici (n= 3), allora gli n sottografi ottenuti 
con la soppressione di un vertice permettono da soli di ricostruire univoca- 
mente G. 

Due spigoli di G sono chiamati adiacenti se sono incidenti a uno stesso 
vertice. Il grafo commutato di G, indicato con L(G), ha per vertici gli spigoli 
di G, vertici adiacenti corrispondendo a spigoli adiacenti. L(K;) non è altro 
che il grafo di Petersen (fig. 12). Affinché un grafo 7 sia il grafo commutato 
di un grafo G è necessario che H non contenga nessuno dei nove sottografi 
vietati indicati nella figura 13. 


Grafo regolare. È un grafo in cui tutti i vertici hanno lo stesso grado (fig. 
18). Un k-fattore di un grafo G è un grafo regolare di grado & inscritto in G, 
cioè un grafo che ha gli stessi vertici di G e un insieme di spigoli incluso in 
quello di G. Il grafo è k-fattorizzabile se è la somma esatta di 4-fattori disgiunti. 
K; è 2-fattorizzabile (fig. 15) e il grafo di Petersen (fig. 13), benché cubico (re- 
golare di grado 3) non è 1-fattorizzabile. Si studiano poi altre scomposizioni di 
un grafo, per esempio la scomposizione in una somma di grafi completi. 


Grafi perfetti. Per un grafo semplice G si indica con x(G') il massimo nu- 
mero di vertici tale che due di essi non siano mai adiacenti; con 9(G) il nu- 
mero minimo di grafi completi che operano una partizione nell’insieme dei ver- 
tici di G; con y(G) il numero cromatico o numero minimo di colori per colo- 
rare i vertici in modo che due vertici adiacenti siano di colori differenti; infine 
6 (G) indica il numero massimo di vertici di un sottografo completo di G. Ri- 
sulta che a(G)<8(G) e w(G)<y(G). G è detto a-perfetto se a(G)=9(G). 
G è detto y-perfetto se w(G)=y(G). Un grafo bipartito (grafo senza poligono 
dispari) è «-perfetto e y-perfetto. Berge, servendosi di queste definizioni, ha 
formulato nel 1961 l’ex-Congettura debole dei grafi perfetti: un grafo è a-per- 
fetto se e solo se è y-perfetto, che è stata dimostrata nel 1971 da Lovész. Di qui 
la nuova congettura 
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Figura 11. 
G è ricostruibile a partire da G,, Ga, Gg, Gy, Gy: 
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Figura 12. 
K; e il suo grafo d’adiacenza degli spigoli. 
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I nove sottografi vietati dei grafi commutati. 


Figura 14. 


Due rappresentazioni del grafo di Petersen: cubico, non fattorizzabile in 1-fattori. 
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Figura 15. 
K, è fattorizzabile in 2-fattori. 


Figura 13. 
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CONGETTURA DEI GRAFI PERFETTI (Berge). ‘G è a-perfetto’ è equivalente a 
‘G è y-perfetto°, ed è equivalente ugualmente a ‘Ogni sottografo G4, indotto da 
un insieme di vertice A, e il suo complementare G, nel grafo completo, non sono 
poligoni di lunghezza dispari superiore a 3 e senza corde’. 


Un grafo semplice non-orientato, che può essere orientato in modo che l’in- 
sieme degli archi sia transitivo, è chiamato grafo di confrontabilità. La figura 16 
fornisce l’esempio di un grafo che non è un grafo di confrontabilità. I grafi 
di confrontabilità sono «-perfetti e y-perfetti. Un grafo triangolato (ogni poli- 
gono di lunghezza superiore a 3 ammette una corda) è a-perfetto e y-perfetto. 
Un esempio di grafo triangolato è il grafo delle intersezioni di una famiglia 
di intervalli della retta. Ma non ogni grafo triangolato è un grafo di intervalli 


(fig. 17). 


Grafi planari. Un grafo è planare se è il grafo astratto associato a un grafo 
piano in cui due spigoli non si tagliano eccetto che in una incidenza comune 


(fig. 18). Sussiste il 


TEOREMA (Kuratowski). Un grafo è planare se e solo se non contiene alcuna 


suddivisione di K; e di K, 3. 


Figura 16. 


Grafo che non può essere orientato transitivamente. 
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Figura 17. . 


Grafo triangolato che non può rappresentare una famiglia d’intervalli. 
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Figura 18. 


Grafi dei solidi platonici: tetraedro, cubo, ottaedro, dodecaedro, icosaedro. 
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(Suddividere un grafo consiste nell’aggiungergii un vertice su uno dei suoi 
spigoli). Il grafo duale G’ di un grafo piano G è il grafo di adiacenza delle facce 
del grafo piano. Le facce di G sono colorabili con 2 colori se e solo se G ha 
tutti i suoi gradi pari (figg. 19 e 20). 

Il grafo di Gròtzsch (fig. 21) è il più piccolo grafo semplice di numero cro- 
matico 4 che ha come poligono più corto un poligono di lunghezza 4. 


Figura 19. 


Il grafo duale di un grafo 4-regolare è bipartito: colorazione delle facce in due 
colori. 


Figura zo. 


Colorazione in due colori delle facce definite da linee rette. 


Figura 21. 
Grafo di Gréòtzsch. 
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2. Connessione. 


Se in un grafo esiste una catena di spigoli tra ogni coppia di vertici, si dice 
che il grafo è connesso. Definendo convenientemente una certa densità di ca- 
tene in un grafo, si elabora una teoria combinatoria della connessione, che ri- 
sponde in particolare a numerose questioni poste dallo studio delle reti di co- 
municazione naturali e artificiali: problemi di carico di funzionamento, problemi 
di sopravvivenza alla soppressione di vertici o di spigoli. 


2.1. La connessione semplice. 


Per grafo G=(X, E) s'intenderà qui un grafo non-orientato, senza cappi né 
spigoli multipli, conun numero finito di vertici. Una catena di G è una successione 
X= [x, x; ++, xy] di vertici di G tale che /=>1, e tale che ogni coppia {x;, %jx1} 
costituisce uno spigolo di G; una tale coppia è detta spigolo della catena X di 
lunghezza /. Se xy, x; -.-, x sono a due a due distinti, la catena è detta elemen- 
tare. Se x;=x, e se uno spigolo non compare due volte nella catena, la ‘ca- 
tena è un ciclo; e se xo, %,) ««., X;_1 Ono a due a due distinti il ciclo è elementare 
(e si chiama anche poligono). Risulta che se fra due vertici x e y esiste una 
catena ), tra x e y esiste una catena elementare costituita di vertici e di spigoli 
di , e che ciascuno spigolo di un ciclo y appartiene a un ciclo elementare co- 
stituito di vertici e di spigoli di y. Cosf un «otto» è scomponibile in due po- 
ligoni. 

La relazione binaria definita sui vertici di G' dall’esistenza di una catena fra 
due vertici è evidentemente una relazione di equivalenza nell’insieme dei verti- 
ci; se essa ha solo una classe, G è connesso, se ha pit classi, ciascuna di esse è una 
componente connessa di G. Cosi un grafo connesso può, per soppressione di 
spigoli, divenire un grafo a più componenti connesse e al limite, per soppres- 
sione di tutti gli spigoli, può divenire un grafo a tante componenti quanti sono 
i suoi vertici; inversamente, & grafi connessi considerati insieme costituiscono - 
un grafo a & componenti connesse. È evidente che uno spigolo ha le sue due 
estremità nella stessa componente connessa. Di più, risulta che G è connesso 
se e solo sé per ogni partizione dei vertici in due classi non vuote A e B esiste 
uno spigolo che ha un’estremità in A e l’altra in B. L’insieme degli spigoli che 
hanno un’estremità in A e l’altra in B è detto cociclo di G. Se si sopprimono 
degli spigoli di un grafo connesso mantenendo la proprietà di connessione, ov- 
viamente finché è possibile, si dice che l’insieme degli spigoli restanti è un al- 
bero di G e l'insieme degli spigoli soppressi un coalbero di G. Se G non ha coal- 
beri, G è un albero. Un albero è dunque per definizione un grafo connesso mi- 
nimale rispetto agli spigoli, nel senso che la soppressione di un qualunque spi- 
golo lo priva della proprietà di connessione. Un grafo costituito da una sola 
catena o da catene che escono da uno stesso vertice (stella) è un albero. ” 

In un albero ci sono necessariamente punti terminali di rami, il che viene 
espresso dalla proposizione seguente: Un albero non ridotto a un vertice pos- 
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siede almeno due vertici di grado 1. Per dimostrarla è sufficiente considerare 
una catena elementare massimale. Sopprimendo in un albero un vertice di gra- 
do 1 e lo spigolo che gli è incidente, si ottiene ancora un albero. Da cui, reci- 
procamente, si ha la costruzione degli alberi per innesto: Ogni albero può essere 
ottenuto a partire da un vertice ripetendo la seguente operazione: innestare un 
nuovo spigolo avente per estremi un vertice già esistente e un nuovo vertice. 
La costruzione fa comparire, coll’esclusione di un vertice incidente al primo spi- 
golo, una biiezione spigoli-vertici assai utile per stabilire diverse proprietà ca- 
ratteristiche degli alberi, quali le seguenti (fig. 22). 


TEOREMA. /r un grafo G il cui numero di vertici n è maggiore di uno, le pro- 
prietà seguenti sono equivalenti: 


1) G è connesso e massimale rispetto a tale proprietà; 

2) G è connesso senza cicli; 

3) G è senza cicli e ha n—x spigoli; 

4) G è connesso e han—1 spigoli; 

5) G è senza cicli e l’aggiunta di un nuovo spigolo senza nuovi vertici crea un 
ciclo (unico); 

6) due vertici di G sono collegati da una e una sola catena elementare; 

7) ogni insieme F di spigoli di G induce una partizione (unica) di X in due 
classi A e B tali che F risulta l'insieme degli spigoli che hanno un estremo 
in A e l’altro în B. ; 


Un grafo G è dunque connesso se e solo se ammette un grafo parziale che 
sia un albero: tale grafo parziale si chiama albero di G o albero inscritto in G. 
Ne deriva una costruzione di tutti i grafi connessi: qualunque grafo connesso 
può essere ottenuto a partire da un vertice ripetendo le seguenti operazioni: 
a) aggiunta di un nuovo spigolo che ha per estremi un nuovo vertice e un ver- 
tice già esistente; è) aggiunta di un nuovo spigolo che ha per estremi due vertici 
già esistenti. Ne deriva per ogni grafo a n vertici, m spigoli e c componenti 
connesse la disuguaglianza numerica: m>n—c. 

La connessione è, apparentemente, una proprietà globale del grafo; può 
però essere indotta da proprietà locali? Per esempio, una proprietà dei gradi 
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Due costruzioni dello stesso albero per innesti successivi. 


Figura 22. 
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può essere sufficiente per assicurare la connessione? Si tratta di una delle que- 
stioni più significative per il funzionamento dei sistemi in cui gli operatori so- 
no dispersi e operano localmente, dei sistemi, cioè, che vengono detti acentrati 
(si veda del resto l’articolo « Centrato/acentrato» di questa stessa Enciclopedia). 
La risposta è positiva, tuttavia non si conoscono criteri locali ottimali di con- 
nessione. Un evidente criterio di connessione per un grafo a x vertici è il seguen- 
te: ogni vertice è di grado (2—1). Il grafo è allora completo e dunque connesso 
(si ricordi che non ci sono spigoli multipli). Il criterio è tuttavia troppo restrit- 
tivo. Esso viene migliorato considerando una successione di vertici dai gradi 
non decrescenti: 


TeoREMA. .Si indichino i gradi degli n vertici di un grafo G con DELE 
<d,=d. Se d,=>k per ogni k<n—d—1, allora G è connesso. 


2.2. La 2-connessione. 


Benché connesso, un grafo può avere dei punti in cui è facile rompere la 
connessione. In un grafo qualunque si chiama vertice di articolazione ogni ver- 
tice la cui soppressione aumenta strettamente il numero di componenti con- 
nesse, Per esempio, in un albero ogni vertice che non è di grado 1 è un vertice 
di articolazione. Un grafo con almeno tre vertici è detto 2-connesso se è con- 
nesso e privo di vertici di articolazione. Esempio: un poligono a tre o più ver- 
tici è 2-connesso. Whitney ha chiamato manico di un grafo una catena elemen- 
tare i cui vertici sono tutti di grado 2 eccetto gli estremi che sono di grado mag- 
giore di due. 


TEOREMA. Un grafo 2-connesso che non sia un poligono ammette due manici. 


Ne deriva una costruzione di tutti i grafi 2-connessi a partire da un poligono 
per incollamentc di catene elementari per i loro estremi (cfr. fig. 23). Un ma- 
nico infatti non è altro che una porzione di poligono: esso viene richiuso in 
modi diversi entro il grafo al quale è stato incollato (cfr. fig. 23). Ed è proprio 
la presenza di poligoni che caratterizza i grafi 2-connessi: 


Manico 2 


Manico 3 
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Figura 23. 
Costruzione di un grafo 2-connesso per incollamenti successivi di manici. 
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TEOREMA. Per un grafo G con almeno tre vertici sono equivalenti le seguenti 
proprietà: ; 


1) G è 2-connesso; 

2) per due vertici qualunque di G passa un poligono; 

3) per un vertice e uno spigolo qualunque di G passa un poligono; 
4) per due spigoli qualunque di G passa un poligono; 

5) per due spigoli adiacenti qualunque di G passa un poligono. 


Dirac e Plumner hanno costruito i grafi 2-connessi minimali rispetto agli 
spigoli, cioè tali che la soppressione di uno qualunque dei loro spigoli sopprime 
la 2-connessione. In un grafo 2-connesso minimale i manici sono evidentemente 
delle catene di almeno due spigoli. Più precisamente, chiamando corda di un 
poligono uno spigolo che congiunge due vertici non consecutivi del poligono 
stesso, si ha: 


TEOREMA. Un grafo 2-connesso è 2-connesso minimale se e solo se tutti i suoi 
poligoni sono privi di corde. 


In un grafo 2-connesso minimale risulta che ogni ciclo ha almeno due ver- 
tici di grado 2, i quali sono in tutto almeno tre. Un grafo 2-connesso ha d’al- 
tronde un numero di spigoli al massimo uguale a 22—4 per # vertici. 


La scomposizione in blocchi. Si chiama blocco di un grafo G un sottografo 
G, connesso, senza vertici di articolazione, massimale rispetto a questa pro- 
prietà (se B include propriamente A, Gg non gode di tale proprietà). Se A ha 
almeno tre vertici, il blocco G, è un grafo 2-connesso. Se A ha due vertici il 
blocco Gy si riduce a uno spigolo, chiamato istmo di G. Se A non ha che un 
vertice, sì tratta di un punto isolato di G. Ogni vertice di G è vertice di almeno 


Figura 24. 


I blocchi di un grafo connesso. 
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un blocco. Due blocchi di G hanno al più un vertice comune che risulta vertice 
di articolazione di G e nel caso in cui ne abbiano uno sono detti adiacenti. Il 
grafo di adiacenza dei blocchi di un grafo è un albero. Per questo si dice che i 
blocchi sono innestati gli uni agli altri come gli spigoli di un albero ai vertici di 
articolazione. Si osserva infine che la scomposizione in blocchi definisce una 
partizione degli spigoli del grafo. 

Un poligono 2-connesso ha un solo blocco, se stesso. In un albero, al con- 
trario, ogni spigolo costituisce un blocco e l'albero dei blocchi è il grafo com- 
mutato. Un qualsiasi grafo connesso può venir costruito innestando gli uni su- 
gli altri spigoli e grafi 2-connessi (fig. 24). 9 


2.3. La A-connessione. 


Si può generalizzare la nozione di vertice di articolazione chiamando in- 
sieme di separazione di un grafo connesso ogni insieme di vertici la cui soppres- 
sione rende il grafo non-connesso o lo riduce a un solo vertice. Si dice che un 
grafo G connesso è h-connesso, dove 4 è un intero maggiore o uguale a 1, se G 
ha almeno 4+1 vertici e se ogni insieme di separazione di G contiene almeno 
h vertici. Dunque la 4-connessione di G non presuppone che % vertici siano 
sufficienti a rendere G non-connesso; analogamente la 2-connessione di G non 
presuppone che due vertici siano sufficienti a rendere G non-connesso, ma sol- 
tanto che un vertice non è sufficiente (non vi sono vertici di articolazione). Il 
grafo completo a n vertici è (n—1)-connesso. Proprio perché «chi può di più 
può di meno», la A-connessione di G implica sia la A-connessione di G per 
k<h sia la h-connessione dei grafi ottenuti a partire da G con l’aggiunta di 
spigoli e la (£4—1)-connessione dei grafi ottenuti a partire da G per soppres- 
sione di uno spigolo, o di un vertice, e questo per k>2. 

La 4-connessione, proprio come la 2-connessione, è legata intimamente ai 
gradi dei vertici. In primo luogo ogni vertice x di un grafo 4-connesso è eviden- 
temente di grado superiore o uguale a 4. Ciò implica che un grafo connesso a x 
vertici e 72 spigoli è al massimo [2m/n]-connesso; esiste sempre un grafo che 
raggiunge tale limite (Harary). Bondy e Las Vergnas hanno generalizzato il 
criterio dei gradi ordinati per la 4-connessione. Ne è risultato un criterio per 
un limite inferiore uniforme per tutti i gradi: 


TEOREMA (Chartrand e Harary). Siano dati un grafo G a n vertici con n=2 
e un intero h tale che x<h<n-1. Se tutti 1 vertici di G hanno grado maggiore 0 
uguale a [(n+h)/2]-—1 allora G è h-connesso e questo limite è il migliore possibile 
fra i limiti uniformi. 


La h-connessione presuppone una certa densità di catene e di poligoni nel 
grafo. Menger fin dal 1926 ha enunciato il suo teorema delle catene disgiunte: 


TEOREMA. Una condizione necessaria e sufficiente perché un grafo sia h-con- 
nesso è che si possano unire due vertici a e b distinti con h catene elementari disgiunte 
che hanno a due°a due in comune soltanto 1 vertici a e b. 
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Ne segue, come corollario, il seguente 


TEOREMA. Sia G un grafo h-connesso con h=>2; per due spigoli e, ed e, e per 
h-—2 vertici qualsiasi a,, 43, ..., do passa un poligono di G e per h vertici qual- 
siasi passa un poligono di G. 


Infine Erdòs e Chvital hanno precisato in che modo la 4-connessione può 
generare l’esistenza di un poligono hamiltoniano utilizzando il numero a(G) 
introdotto a p. 869. 


TEOREMA. In un grafo G h-connesso tale che a(G)<h esiste un poligono ha- 
miltoniano. 


2.4. La connessione forte. 


Considerando non più catene ma cammini, e non più poligoni ma circuiti, 
si generalizza la connessione dei grafi non-orientati alla connessione forte dei 
grafi orientati. Il grafo è fortemente connesso se da ogni vertice a ogni altro 
esiste un cammino. E quindi: 


TEOREMA. Un grafo connesso è fortemente connesso se e solo se per ogni arco 
passa un circuito. 


Si chiama componente fortemente connessa di un grafo orientato ogni sot- 
tografo fortemente connesso massimale. Le componenti fortemente connesse in- 
ducono una partizione dei vertici del grafo. Per quanto riguarda gli archi non 
appartenenti alle componenti fortemente connesse vale il seguente risultato 


(fig. 25): 


Figura 25. 
Organizzazione delle componenti fortemente connesse di un grafo orientato. 
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TEOREMA. Sta G un grafo orientato. Il grafo dedotto da G medianie contrazio- 
ne in un vertice di ognuna delle componenti fortemente connesse è un grafo senza 
circuiti. 

I grafi orientati si rivelano particolarmente utili per l’analisi dei processi di- 
screti e degli automatismi sequenziali. Per esempio, il difficile problema del son- 
daggio di un circuito logico allo scopo di individuarne le cause di disfunziona- 
mento fa intervenire la nozione di cammino sensibile, cioè di cammino lungoil 
quale è stato veicolato un errore. Il grafo delle componenti contratte può per- 
mettere di isolare le parti sane del circuito logico. 

I teoremi di connessione sono spesso estesi ai grafi orientati, ma, general- 
mente, è il caso non orientato che viene trattato per primo. 

Quali strutture matematiche classiche sottendono le analisi di connessione? 
La questione è importante se si vuole prevedere in che direzione si svilupperà 
la teoria. T'utte le proprietà citate sono infatti stabilite con ragionamenti com- 
binatori autonomi ed è per questo motivo che sono state collocate all’inizio 
dell’articolo rinviando alle pagine successive le ricerche più strutturate. Es- 
senzialmente sono dunque le domande della pratica e il buon senso dei teorici 
che orienteranno i prossimi affinamenti nello studio del tessuto delle catene 
e dei cammini di un grafo. I legami della proprietà di essere un grafo hamil- 
toniano con altre proprietà costituiscono ancora una sfida per gli studiosi di 
combinatoria. Bisogna però far menzione di alcuni felici tentativi di struttu- 
razione della connessione in questioni particolari; infatti sono proprio alcuni 
problemi di calcolo ad averne manifestato la necessità in tre casi. Prima di tutto 
c’è il caso dei problemi di labirinto e degli algoritmi di cammino miope che so- 
no trattati dalla struttura delle parole di Dyck. C’è poi il caso delle enumerazio- 
ni di catene e cammini trattati anche nella struttura di monoide da Pair e Der- 
miane con il ricorso ad automi a pila. Infine vi sono i problemi di ottimizzazione 
di cammini e catene, trattati con una grande generalità da Gondrant in una 
struttura matriciale appropriata. 


3.  Grafi e geometrie combinatorie. 


Dato un grafo connesso qualunque, dato cioè un certo disordine, ha un cer- 
to interesse cercare di reperirvi dell'ordine: trovare cioè famiglie di oggetti che 
hanno proprietà forti e sono nello stesso tempo suscettibili di rispondere a pro- 
blemi concreti. Si è capito che a questo scopo occorreva considerare, piuttosto 
che i vertici, insiemi particolari di spigoli e, più precisamente, i cicli elementari 
o poligoni, gli alberi, ma anche i coalberi che sono i complementi degli alberi 
nell’insieme degli spigoli, e infine i cocicli elementari (nozioni queste che sono 
state tutte definite nel $ 2.1); ed è emerso che occorreva studiare i rapporti da 
famiglia a famiglia e non da oggetto a oggetto. Il gioco delle intersezioni e delle 
disgiunzioni ha generato una teoria elementare della trasversalità e il gioco del- 
la dipendenza e dell’indipendenza l’ha poi estesa alle geometrie combinatorie 
(come si vedrà in due diverse riprese). 
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3.1. I sistemi di trasversali minimali. 


Dato un insieme £ finito (per esempio quello costituito dagli spigoli di un 
grafo), si chiama famiglia su £ ogni famiglia di insiemi di elementi di E; se 
nessun insieme della famiglia è incluso in un altro, allora si parla di una famiglia 
di minimali (o famiglia semplice o di Sperner). Se 4 è una famiglia di mini- 
mali, un minimale, o elemento di A, è indicato Ae. La famiglia dei com- 
piementi in £ dei minimali di A, cioè degli insiemi E\A, viene indicata con 
Co(A); è evidentemente una famiglia di minimali. Se un insieme BCE ha in- 
tersezione non-vuota con tutti i minimali A di una famiglia 4, B è detto un 
trasversale di A, e B è trasversale minimale di # se ogni insieme incluso pro- 
priamente in B non è a sua volta trasversale di 4, o ancora, se per ogni elemento 
be B, esiste un Ae la cui intersezione con B è proprio {5}. La famiglia dei 
trasversali minimali di 4, indicata con Tr(A) è una famiglia di minimali. 


TEOREMA. Tr(Tr(A))=A. 


Per insistere sulla reciprocità si chiama allora sistema di trasversali minimali 
(A, B), 0 s.t.m., una coppia di famiglie di minimali sullo stesso insieme €, 
tali che TrA=9 (e TrB=A). Gli AeA sono trasversali dei Be® e reciproca- 
mente. Esempio: se 4 rappresenta le terne di spigoli dei triedri di un tetraedro, 
9 rappresenta le stesse terne più le coppie di spigoli opposti. Il teorema di re- 
ciprocità è un corollario del seguente enunciato perfettamente simmetrico: 


TEOREMA DELLE BIPARTIZIONI. Una coppia (4, B) di famiglie di minimali su 
E è un sistema di trasversali minimali se e solo se, per ogni bipartizione E= E,+E, 
(cioè E= E,VE,, E; ed E, disgiunti, eventualmente vuoti), esiste un AeA incluso 
in E,, oppure un Be incluso in E, ma non entrambi. 


Si osservi la forma esclusiva dell’enunciato, che infatti è tra i più semplici 
enunciati di esclusione della matematica, viste le poche definizioni che lo pre- 
cedono. La dimostrazione, che contiene argomenti tipici della tematica della 


trasversalità e delle geometrie finite, si articola in due parti. Si dimostra dappri- ‘ 


ma che un s.t.m. (A, B) soddisfa la proprietà esclusiva per una bipartizione qua- 
lunque £,+£,=£; innanzitutto non possono esistere un ACE, e un BCE, 
poiché A e B sono sempre trasversi; e se non esistono per esempio degli Ac E, 
allora ogni A interseca £,, che risulta dunque trasversale di A e quindi contiene 
un trasversale minimale di 4, un B; dunque BC£Z,. Reciprocamente, se una 
famiglia (A, 8) di minimali su £ soddisfa la proprietà di esclusione delle bipar- 
tizioni, allora B=Tr(A). Si consideri, infatti un Be e si ponga E,=B; 
la proprietà comporta che nessun A è incluso in E), poiché BCE, cioè che tut- 
ti gli 4 intersecano £, o ancora che B è un trasversale di 4; B include dun- 
que un trasversale minimale Ce'Tr(A). Si ponga allora E,=C; la proprietà 
comporta che nessun 4 è incluso in £,, poiché C è trasversale di A, cioè che C 
include un B'e®; ma B'=B perché B è un minimale; di qui l’identificazione 


delle due famiglie B e Tr(A). 
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Assegnare un ordine totale sull'insieme di base £ permette di stabilire il più 
semplice dei teoremi di minimo della matematica (0 teorema del punto di sella). 


TEOREMA. Sia dato un s.t.m. (4, B) su un insieme E totalmente ordinato; 
esiste un elemento c di E detto punto di sella del s.t.m. definito da 
min max (x)= max min x=C. 
Aek 2xeA BeB xeB 
A ogni s.t.m. (4, B) si può associare il s.t.m. (C, D) in cui Da Cy(B) e i. 
due s.t.m. sono detti duali l’uno dell'altro. George Minty, per mettere n rela- 
zione questi due s.t.m., ebbe l’idea di isolare un elemento di E prima di fare la 
bipartizione: 3 
LEMMA DELLA TRIPARTIZIONE. Siano (A,B) e (C,D) due s.t.m. su E con 
D=C;(8) e sia geE. Per ogni tripartizione della forma E =E,+g+E, (con 
E, o E, eventualmente vuoti) esiste un AcA contenente g e disgiunto da E, op- 
pure esiste un Ce © contenente g e disgiunto da E,. 


Possono esistere entrambi. 


3.2. I grafi e i s.t.m. 


Su un grafo G connesso i cui spigoli formano l’insieme E (sono ammessi 
cappi e spigoli multipli tra due vertici), si possono definire quattro famiglie di 
insiemi di spigoli: la famiglia A dei cocicli minimali Y, la famiglia B degli al- 
beri 7, la famiglia @ dei cicli minimali (o poligoni) y e la famiglia D dei coalberi 
S (cfr. la definizione nel $ 2.1 e la fig. 26). È chiaro per definizione che 9 = ©, (8). 
Si riesce a stabilire, inoltre, che (A, B) da una parte e (€, D) dall'altra sono dei 
s.t.m. La dualità ciclo-cociclo in un grafo è dunque riassunta dalla formula 

cfr. fig. 2 
ui Ca=Tr(O(Tr(A)). 


Assegnare una qualunque delle quattro famiglie 4, $, €, D permette di 
dedurre le altre tre. Inoltre ogni enunciato può essere trasformato per recipro- 
cità e per dualità. La trasversalità garantisce che per uno spigolo di un cociclo 


A ie) 
Cociclo minimale Albero e coalbero Ciclo minimale o poligono 


Figura 26. 
Quattro oggetti fondamentali costituiti di spigoli. 
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minimale passa un albero che lo incontra solamente in quello spigolo e che, 
dualmente, da uno spigolo di un poligono passa un coalbero che lo incontra 
soltanto in quello spigolo. In particolare gli enunciati reciproci dei precedenti 
sono migliorati con una proprietà di unicità: il cociclo T* che incontra lo spigolo 
u dell’albero 7 esattamente in w è unico, il poligono .S” che incontra lo spigo- 
lo v del coalbero S esattamente in v è unico. T* è un cociclo fondamentale as- 
sociato a 7, S° un poligono fondamentale associato a S. 

Il teorema delle bipartizioni permette, per esempio, di asserire che, se 
E,cE non include cocicli, esiste un albero disgiunto da £,; se E, CÈ non in- 
clude alberi esiste un cociclo disgiunto da E,. Lo stesso accade dualmente per i 
poligoni e i coalberi. 

Il lemma della tripartizione per i grafi ba la particolarità di essere di esclu- 
sione: per ogni ge E e per ogni tripartizione E= £,+g+£, esiste un cociclo 
elementare che passa per g disgiunto da E,, oppure un poligono che passa per g 
disgiunto da E,, ma non entrambi. Ci s'imbatte in risultati geometrici interes- 
santi prendendo per E,, nell’ordine, l’insieme vuoto, uno spigolo, un cociclo 
minimale, un poligono, un albero, un coalbero: g è un istmo se e solo se per g 
non passano poligoni. g è un cappio se e solo se per g non passano cocicli. Uno 
spigolo che non è istmo costituisce con un altro spigolo un cociclo minimale se 
e solo se ogni ciclo che passa per l’uno passa anche per l’altro. Uno spigolo che 
non è un cappio, costituisce con un altro spigolo un poligono se e solo se ogni 
cociclo che passa per l’uno passa anche per l’altro. Lo spigolo g è corda di un 
poligono y se e solo se ogni cociclo che passa per g incontra y; l’enunciato duale 
definisce una corda di un cociclo w come un arco g&& tale che esiste un co- 
ciclo ©’ che passa per g ed i cui altri elementi sono inclusi in ©. Siano ora 
dati un poligono y € uno spigolo gé Yo: allora esiste un poligono che passa per 
£ disgiunto da yo, oppure un cociclo che contiene g ed i cui altri elementi sono 
contenuti in yo, ma non entrambi. Vale anche la proprietà duale. Siano dati 
un albero 7, e un arco ge 7); allora esiste un poligono che incontra 7, esat- 
tamente in g, oppure un cociclo che passa per g ed è incluso in 7,, ma non 
entrambi. 

La proprietà di esclusione del lemma della tripartizione conferisce a 4, B, 
@, D qualcosa di più di una struttura di trasversalità: essa conferisce loro una 
struttura di geometria combinatoria. 


A Tr 3 
Cocicli Alberi 
Co 

e Tr 9 
Poligoni Coalberi 


Figura 27. 
Quattro famiglie collegate nella trasversalità. 
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3.3. Le geometrie combinatorie (0 matroidi). 


Una geometria combinatoria (A, B, €, D) è definita, secondo Minty, asse- 
gnando su E due s.t.m. (4, 3) e (€, D) tali che D=C;(B) e che soddisfino 
il lemma della tripartizione esclusivo (cfr. $ 3.2). L’esempio dei grafi è stato 
presentato poco sopra. Si enunceranno ora alcune proprietà generali delle geo- 
metrie combinatorie. Due sottoinsiemi di E sono ortogonali se non hanno in 
comune un unico spigolo; per ogni famiglia di minimali A si costruisce una fa- 
miglia di minimali ortogonali a 4. Si dimostra la seguente relazione fra A e € 


(fig. 28): 


TEOREMA. In una geometria combinatoria (4, ®, ©, D) le famiglie A e @ sono 
ortogonali luna all’altra. 


Sn: 7 ; : . 
L’assiomatica delle geometrie combinatorie appena data è autoduale. Nelle 


prime assiomatiche Whitney (1935) si accontentava di fatto di una proprietà 
definita su una sola famiglia: 


TEOREMA. Una famiglia di minimali 4 su E definisce una geometria combina- 
toria se e solo se per ogni coppia di minimali A, e Aye%, per ogni ae E comune 
a A e A,, e per ogni be A,\A, esiste un Az che passa per b e non per a. 


O ancora: i 


| 2... Una famiglia di minimali B su E definisce una geometria combina- 
orta se e solo se per ogni coppia di minimali B,,B,e È e per ogni b 1 

,Ba ogni b,e B,, esiste un 
b,6B, tale che B,\b}+-b,e8, TS 


Nelle due definizioni di Whitney con un assioma di scambio dai minimali 
di una famiglia si possono dedurre le tre altre famiglie, come è indicato sullo 
schema relazionale della figura 28. In origine Van der Waerden si proponeva di 
sviluppare con le geometrie combinatorie una teoria dell’indipendenza lineare: 
ogni parte di un Te è un insieme indipendente e i 7° (gli alberi) sono gli in- 
siemi indipendenti massimali; ogni altra parte è dipendente e i dipendenti mi- 
nimali sono i poligoni ye ©. Il rango di FCE è il numero cardinale del più 
grande insieme indipendente contenuto in F. 


Trasversalità 


kA—_—__ 8 


Ortogonalità Complementarità 


e 


3 Trasversalità 
Figura 28. 


Quattro relazioni reciproche in una matroide. 
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In particolare tutti gli alberi di un grafo hanno la stessa cardinalità e que- 
sta costituisce il rango della matroide associata. 

Tutte (1958) ha rivelato l’importanza delle geometrie combinatorie carat- 
terizzandole come rappresentabili coi poligoni di un grafo. Per introdurre que- 
sto enunciato occorre anzitutto definire i minori di una matroide. Siano 
(A, B, €, D) una matroide su E, definita semplicemente da @, e sia SCE. Si 
chiama contrazione ©. S di © a S la famiglia di minimali che sono interse- 
zione di S e di un insieme della famiglia ©; si chiama restrizione © x $S, di 
© a S la famiglia degli insiemi di € inclusi in S. Una matroide ottenuta da € 
mediante una successione di restrizioni e di contrazioni viene detta minore della 
matroide definita da A. Una matroide (A, B, €, D) è binaria se B è l'insieme 
dei supporti minimali di un sottospazio di 24 (cfr. oltre, $ 4.1). 


TEOREMA (Tutte). Una matroide binaria € è grafica (matroide dei poligoni di 
un grafo) se e solo se © non ammette minori che siano la geometria di Fano, la sua 
duale o la famiglia dei cocicli minimali di K; o di K3 3. 


Cocicli, alberi, poligoni e coalberi di un grafo definiscono una matroide che 
è innanzitutto una matroide binaria, nella quale dunque domina l’algebra della 
differenza simmetrica: negli assiomi di scambio non c’è pit esistenza, ma uni- 
cità. Uno spazio vettoriale qualunque sugli spigoli genera interessanti risultati, 
come sarà descritto nel $ 4. 


L’albero minimo e l'albero massimo.  Choquet in uno spazio metrico, Krus- 
hal in un grafo astratto hanno definito l’albero più corto o più lungo di un grafo 
valutato. L'idea si generalizza alle matroidi su un insieme E sul quale sia defi- 
nito un ordine totale. 


TEOREMA (Rosenstiehl). L’ordine parziale della famiglia B delle basi di una 
matroide definita scrivendo ogni base secondo una r-pla di elementi crescenti, am- 
mette un minimo detto albero minimo B., della matroide e un massimo detto albero 
massimo B* della matroide e caratterizzati nel modo seguente: By passa per il più 
piccolo elemento di ogni Ac (i cocicli) e non passa per il più grande elemento di 
ogni Ce € (i cicli), B* passa per il più grande elemento di ogni Ac e non passa 
per il più piccolo elemento di ogni Ce €. 


4.  Graft e algebra. 


Lo studio dei grafi ha tratto molto dalla teoria dei gruppi e dall’algebra li- 
neare. Per quanto concerne i gruppi si tratta dello studio dei gruppi di auto- 
morfismi di un grafo, sviluppato particolarmente sui grafi regolari; cosi tutti 
i gruppi finiti sono presi in considerazione per il momento senza distinzione 
forte (Frucht e Sabidussi) e l'apporto alla teoria dei gruppi di risultati specifici 
dei grafi, cosî come sono abbozzati nei paragrafi precedenti, deve ancora essere 
realizzato. AI contrario, i rapporti fra grafi e algebra lineare sono stati estre- 
mamente fecondi per entrambi i domini. Dal punto di vista della topologia 
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combinatoria un grafo è un complesso simpliciale di dimensione uno. È dunque 
naturale l’idea di studiare un grafo qualunque associando ai suoi vertici e ai suoi 
spigoli dei numeri: prima di tutto o e 1, poi degli interi relativi e infine dei nu- 
meri reali (cfr. il $ 4.3 dell’articolo « Geometria e topologia» in questa stessa 
Enciclopedia). Ne risultano proprietà combinatorie molto eleganti, che esten- 
dono i risultati delle geometrie combinatorie (cfr. $ 3), nonché la risoluzione di 
molteplici problemi lineari di esistenza e di ottimizzazione di reti concernenti 
tanto i flussi di corrente elettrica quanto i flussi di merci e di informazione. Ma 
inversamente anche i sottomoduli regolari di Ghouila-Houri e le caratterizza- 
zioni delle matrici unimodulari di Camion rappresentano degli apporti originali 
dei grafi all’algebra lineare. 


4.1. Spazio vettoriale su GF(2) e proprietà di parità. 


Sia G=(X, E) un grafo non orientato dotato eventualmente di cappi e di 
spigoli multipli. Si consideri &= 27, spazio vettoriale su GF (2), corpo di Ga- 
lois con due elementi, avente per base canonica gli elementi ee E. Ogni insieme 
ACE è rappresentato da un vettore A (per abuso di notazione) in cui la com- 
ponente e, A., vale 1 se ee A e 0 nel caso contrario. e designa altrettanto bene 
(abuso di notazione) un elemento di £, il sottoinsieme {e} CE e un vettore della 
base canonica di &. Si ha e+e=o0 e più generalmente A+A=0 per ogni 
Ae è. La somma A+B corrisponde alla differenza simmetrica degli insiemi 
‘A e B. Il prodotto scalare in 6 è definito per A,Be$ da 


A, B) =} AB; 
eeE 


ove la moltiplicazione e la somma sono quelle di. GF (2). 

Si dice che A è pari se <A, 4)=o, che A e B sono ortogonali se 
SA, B)=o. Se A e B sono ortogonali la loro intersezione insiemistica è pari 
cioè la sua cardinalità è un numero pari. i 

Se D è un sottospazio di &, il sottospazio ortogonale di D è: 


DI = {Be8 | <A,B)=o per ogni Ae D}. 


Si ha (DI) D e dim D+dim Di = card E. Si definisce anche X=2%. 
i La relazione di incidenza spigoli-vertici di (X, E) induce due applicazioni 
lineari, una di & in X, l’altra di X in &: 
Il bordo di uno spigolo e è la somma dei vertici incidenti a e e l'applicazione li- 
neare bordo è :è+X è estesa a & per linearità d(A) =) de. 
A 


. « x » . Lat 
Il cobordo dx di un vertice x è la somma degli spigoli incidenti a x e l’applica- 
zione lineare cobordo $:X-+& è estesa a X._ per linearità ds=) dx. 
qeS 


Siccome la relazione d’incidenza tra lo spigolo e e il vertice x è reciproca, si 
ha <e, dx)=<de, x) e più generalmente <A, 35) = dA, s); di qui risulta che 
se il bordo di 4 è nullo, A è ortogonale a ogni cobordo. Gli elementi di Kerò 
elementi di bordo nullo sono chiamati i cicli (algebrici) di G, essi consistono di 
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una somma di poligoni disgiunti; gli elementi di Imò sono i bordi o cocicli 
(algebrici) di G (già definiti al $2). L’algebra di GF(2) comporta in modo 
naturale che la differenza simmetrica di due cicli è un ciclo e di due cocicli un 
cociclo cosi come comporta la proprietà seguente: un ciclo e un cociclo hanno 
in comune un numero pari di spigoli. O meglio, sussiste il 


TEOREMA. (Kerd)t=ImÌ. 


Un albero è un grafo connesso tale che Kerd={0}, da cui Imd= $, cioè 
tale che ogni insieme di spigoli è cociclo di un albero, proprietà che non è altro 
che l’estensione lineare a & della proprietà: ogni spigolo di un albero è un istmo. 

Un trasversale minimale Y dei cocicli è un albero di G ($ 3) e il cociclo 
Ye che incontra Y esattamente in e è detto cociclo fondamentale associato a Y. 
Se G non è connesso, allora Y non è formato dagli spigoli di un albero, ma di 
un grafo senza cicli. 

TEOREMA.  cocicli fondamentali associati a un albero costituiscono una base di 
Kerò. La traccia su Y dei cocicli è un isomorfismo di Kerò su 2”. 


Un trasversale minimale Z dei cicli è un coalbero ($ 3) complementare di 
un albero (Z+Y=E) e il ciclo Z° che incontra Z esattamente in e è detto 
ciclo fondamentale. 

rrorema. I cicli fondamentali associati a un coalbero Z costituiscono una base 
di ImS. La traccia su Z dei cicli è un isomorfismo di Im3 su 27. 


Ne segue una notevole relazione geometrica fra i cicli e i cocicli fondamen- 
tali quando Y+Z= E: 

teorema. I! ciclo fondamentale Z° associato allo spigolo e del coalbero Z è 
costituito da e e da tutti gli spigoli f dell’albero Y tali che il cociclo fondamentale 
Y/ passi per e. E dualmente, scambiando ciclo e cociclo. 


Si ponga card X=n, cardE=# e si indichi con il numero di componen- 
ti connesse. Allora dimImd$=n—p, dimKerd=m-n+p, dimImò=n—p e 
dim Kerd = p. Se G è connesso e planare, le sue facce diverse dalla faccia ester- 
na sono m-—n+1 e costituiscono una base dello spazio vettoriale dei cicli. Ogni 


spigolo appartiene evidentemente a due facce. 


TEOREMA (MacLane). G è planare se e solo se ammette una base dei cicli tale 
che ogni spigolo appartenga al massimo a due cicli della base. 


Il grafo di adiacenza delle facce di un grafo planare G è detto duale G* 
di G. G* è evidentemente planare. Gli spigoli di G e G* sono canonicamente 
associati a due a due e cost pure i cicli dell’uno e i cocicli dell’altro. Dal punto 
di vista astratto si dice che due grafi G e G* sono duali se esiste una biiezione 
di E(G) su E(G*) detta dualità tale che 1) ogni cociclo di vertice di G abbia 
per duale un ciclo di G*, e 11) ogni poligono di G* sia il duale di un cociclo di G. 


TEOREMA (Whitney). Un grafo è planare se e solo se ammette un duale. 


MSI ci E 
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Tripartizione degli spigoli. Se 9 è un sottospazio vettoriale di & si ha 
(90 DL) =D+D1. Se D= Kerò allora DL=Im$, DN DL è chiamato spazio 
dei bicicli, oggetti che sono nello stesso tempo cicli e cocicli. Duidica ni 
insieme ortogonale a ogni biciclo è la somma di un ciclo e di un cociclo. In _- 
ticolare, poiché ogni biciclo è pari, in questo caso sussiste il dai 


TEOREMA. Gl spigoli di un grafo si ripartiscono in un ciclo e in un cociclo. 


E se ogni spigolo non appartiene ad alcun biciclo sussiste il 


; TEOREMA (Rosenstiehl). Ogni spigolo e di un grafo appartiene a una delle tre 
classi P, Q, R seguenti: 1) e appartiene a un ciclo che per soppressione diventa co- 


ciclo, 1) e appartiene a un cociclo che p 7 } 7 
} ope er soppressione diventa ciclo, n) e - 
tiene a un biciclo. ROSSI 


In un grafo senza bicicli R è vuota e ogni spigolo e si decompone univoca- 
mente in una somma di cicli e cocicli: e="y(e)+(e). P è allora un ciclo e Q 
S cociclo. P è ortogonale a tutti i cicli pari e Q è ortogonale a tutti i cocicli pari. 

€ seguono interessanti teoremi di parità. 


TEOREMA (Chen). Il numero di alberi di un grafo è dispari 
i ni grafo connesso è dispari se e solo 
TEOREMA (Shank, Fraysseix). Gli spigoli di un 
(Shank, ySseix). grafo G che apparte 
un numero dispari di alberi costituiscono P se G è senza bicicli, R he È han lo 
biciclo, Q se il grafo ha più di un biciclo. 


. Si chiama grafo pari un grafo senza cocicli dispari e si chiama grafo bipar- 
tito un grafo senza cicli dispari. 


TEOREMA (Fraysseix). Gli spazi vettoriali dei cocicli e dei bicicli di un gra- 
fo pari hanno stessa parità. Gli spazi vettoriali dei cicli e dei bicicli di un grafo 
bipartito hanno stessa parità. 


In un grafo planare tracciato sul piano (o sulla sfera) Shank ha rivelato l’in- 
teresse dei cammini «prima a sinistra, prima a destra». 


. TEOREMA (Shank). In un grafo planare senza bicicli tracciato sul piano si con- 
sideri un cammino «prima a sinistra, prima a destra » completo. Ogni spigolo è 
percorso due volte. Ogni spigolo e percorso due volte nello stesso senso appartiene 
a Pe gli spigoli percorsi una sola volta tra due passaggi în e del cammino costitui- 
scono, con e, (e). Uno spigolo e percorso una volta în ogni senso appartiene a Q 


e gli spigoli percorsi una sola volta tra due passaggi in e del cammino costituiscono 
con e, w(e). i 


Reciprocamente si definisce per un grafo senza bicicli la diagonale come un 
cammino passante due volte per ogni spigolo, tale che per ogni spigolo e, gli 
spigoli percorsi esattamente una volta tra due passaggi in e costituiscano i 
Y(e) se ee Pe w(e) se ee0. i 


TEOREMA (Rosenstiehl). Un grafo senza bicicli è 
È : icicli è planare se e solo se a 
una diagonale algebrica. A ia 
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4.2. Grafi e moduli. 


Gli elettrotecnici iniziarono la teoria algebrica dei grafi associando nu- 
meri reali agli spigoli e agli archi di un grafo orientato; con la ricerca operativa 
degli anni ’50 viene rilanciata l’algebrizzazione dei grafi associando interi rela- 
tivi ai vertici e agli archi di una rete di trasporti. L'operazione è semplice: se si 
associa all’arco e il carico u, si associa congiuntamente + al vertice terminale 
di e e —w al vertice iniziale di e; ciò costituisce lo svuotamento e il riempi- 
mento operato dall'arco e caricato della quantità « o bordo di u.e. Se si asso- 
cia al vertice x il potenziale v, si associa congiuntamente +v a ogni arco di cui 
x è estremità iniziale e —v a ogni arco di cui x è estremità terminale; ciò co- 
stituisce il cobordo di v.x. Si giunge a una semplice generalizzazione di ciò 
che è stato fatto con GF(2) nel $ 4.1. 

Per un grafo orientato G=(X, E) si consideri il modulo ZE avente per base 
canonica gli elementi ee E. Ogni vettore xe Z4 si scrive « =Y ace. Il prodot- 
to scalare (a, a')=Y a,a/. A ogni sottomodulo D di Z4 si associa il modu- 


€ 

lo ortogonale Di. Le stesse definizioni valgono per Z*. L'applicazione bordo 
d: ZE+ZA è l’applicazione lineare definita sulla base canonica da d(e)b=y—x 
(x è il vertice iniziale di e, y il vertice terminale). L'applicazione cobordo 
$:ZX+ZE è l’applicazione lineare definita da (3a),=a,y—a,*. Kerò è il 
modulo dei flussi di G, Ker3 il modulo delle tensioni. Si ritrova l’ortogonalità 
(Kerd)!=Imd. I cicli e i cocicli fondamentali associati a un albero Y e al suo 
coalbero Z permettono di costituire una base dei flussi e una base delle tensioni: 
per ee Z si percorre il poligono fondamentale Z° in un senso arbitrario e questo 
permette di separare gli archi che sono nel senso del percorso Z°+ dagli archi 
in senso contrario Z°; si costruisce 4° ponendo 9g, =1 se ueZ°t, gg = —I se 
ueZ?- e pi=0 se ue Z°. Nello stesso modo per eeY si consideri SCX tale 
che 3(S)= Y°; si separino allora in Y° gli archi orientati da S verso X+$, 
siano Ye*, e gli archi orientati in senso contrario; se ne deduce 8°. Le dimen- 
sioni di Kerò e di Im$ sono dunque quelle già ottenute per il corpo di due ele- 
menti GF(2). Si chiama supporto S(a) di un vettore xe ZE Vinsieme degli archi 
e tali che a, 20. Si chiama flusso primitivo ? associato al poligono y = Y+Y 
(di cui si sono raggruppati gli archi che sono nello stesso senso sul poligono), 
un flusso di supporto y con componenti 0, 1 € —I costruito come sopra con 
+1 su yte i su y- 

TEOREMA. .Se un flusso © ha un supporto minimale, allora ha per supporto un 
poligono ed esiste un heZ tale che q=hk-0"(Kerò è un sottomodulo regolare). 

TEOREMA. Ogni flusso © è una somma di flussi primitivi di supporto incluso nel 
supporto di ©. 


Gli stessi risultati valgono dualmente per le tensioni. 
I teoremi di isomorfismo sull'albero e sul coalbero enunciati per GF(2) 
si generalizzano a Z. 
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Dati due vettori a,a'e ZF, si dice che a è conforme a a se per ogni arco e 
per il quale a,340 allora x,-0j>0. 


TEOREMA (Ghouila-Houri). Ogni flusso @ non nullo è combinazione lineare a 
coefficienti positivi di flussi primitivi conformi a ®. Se G è senza cocircuiti, allora 
Kerò ammette per base una famiglia di flussi primitivi aventi per componenti solo 
o e +1, cioè di circuiti. 


Compatibilità. Un dato grafo G ammette sempre almeno un flusso e una 
tensione, lo zero dello spazio vettoriale corrispondente. Al contrario, si pone un 
problema di esistenza per un flusso @ inquadrato, cioè tale che a,<q,<b, per 
ogni ee E. 


TEOREMA (Hoffman, Ghouila-Houri). Dati x,BeZ?, G ammette un flusso 
geKerò con a<p<B se e solo se per ogni cociclo elementare © di G si ha 


De gg 


cent ew een eent 
La proposizione duale è vera per le tensioni. 


LEMMA DEGLI ARCHI COLORATI (Minty). Sia data una colorazione, blu, bian- 
ca e rossa degli archi di un grafo orientato: E= E,+E,+ E, con E, non-vuoto. 
Allora per ogni ge E, esistono: 1) un poligono wCE,+E,congewtew-Ecwt; 
2) un cociclo minimale YCE,+E, con geyt e y-E,cy}; ma non entrambi. 


La dimostrazione si esegue per induzione sul numero di archi bianchi. Per 
valori particolari di £,, E, ed E; il lemma diventa: 1) passa per g un cocircuito 
tutto bianco, 2) passa per g un poligono rosso e bianco di cui tutti gli archi 
bianchi sono orientati nello stesso senso, ma non entrambi; oppure ancora: 
I) passa per g un cocircuito, oppure 2) passa per g un circuito, ma non entrambi. 


5.  Ipergrafi e programmazione intera. 


Un grafo può essere considerato come una famiglia di coppie di vertici, dette 
spigoli. Si generalizza in questo modo il concetto di spigolo considerando in- 
siemi di vertici di cardinalità qualunque. Si ottiene cosi una famiglia di insiemi 
chiamata ipergrafo per indicare che si studieranno proprietà di cicli, di colora- 
zione, ecc. le cui problematiche sono quelle tracciate dalla teoria dei grafi. 


DEFINIZIONE. Un ipergrafo H è una famiglia di insiemi non vuoti E,, E., ..., 

En detti spigoli di H. VE;= X= {w,, %2, ...,%,} è l'insieme dei vertici di H. 

E: 5 aa 3 . 

E; e x; sono incidenti l'uno all’altro se x;e E;. Due spigoli E, e E, sono adiacenti 
se esiste un xe E,NEs. 


La prima idea che venne in mente a Berge nel 1968 fu di estendere agli spi- 
goli degli ipergrafi le proprietà degli spigoli dei grafi bipartiti come per esempio 
la proprietà di Kénig (per cui si veda il $ 2.7 dell’articolo « Combinatoria» in 
questa stessa Enciclopedia). Vi sono state numerose estensioni in particolare 


(K3,3) 


a) Senza cicli b) Senza ciclo dispari 


6 CE 


(ipergrafo d’intervallo) 


d) Unimodulare 


f) Normale 


Ò 


kh) Con proprietà di Helly 


_ j) Pseudoequilibrato 


Figura 29. 
Esempi di ipergrafi. 


N 


c) Iperalbero 


328 


e) Equilibrato i 


i 


Ka | 
£) Con proprietà degli spigoli colorati i 


i 


(Ks) 
1) Con proprietà di Erdos, Ko e Rado 


gpaitarionia 


ie e cei i 


k) Bicolorabile - 
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per .le uguaglianze di invarianti ($ 5.1). La fecondità del metodo di estensione 
è emersa in pieno coi recentissimi risultati concernenti la programmazione li- 
neare intera ($ 5.2). 


5.1. Tipologia degli ipergrafi. 


Per maggior chiarezza si considerino degli ipergrafi semplici, cioè tali che 
nessuno spigolo sia incluso in un altro. Un ciclo è una sequenza (x;,, E,» Xi» Zi» 
.- Ei,» Xi), con A>2, formata alternativamente di vertici e di spigoli, con ogni 
spigolo incidente ai due vertici che lo racchiudono, con gli spigoli tutti differenti 
e con i vertici tutti differenti eccetto il primo e l’ultimo (fig. 29 a e 8). Il numero 
h degli spigoli della sequenza è la lunghezza del ciclo. Un ipergrafo è conziesso 
se esiste tra ogni coppia di vertici una sequenza di spigoli via via adiacenti. 

La matrice di incidenza A di un ipergrafo H a n vertici e w spigoli è la ma- 
trice (ai) con n linee e m colonne con ai=1 0 o a seconda che il vertice x; sia in- 
cidente o no allo spigolo E;. All’ipergrafo duale H* di H corrisponde come ma- 
trice di incidenza la trasposta di A. Un ipergrafo è unimodulare se tutte le sotto- 
matrici quadrate della sua matrice d’incidenza hanno determinante uguale a 
o, 10 —I. Se 7 è unimodulare, evidentemente anche H* è unimodulare. Gli 
ipergrafi d’intervalli, o famiglie di insiemi di interi consecutivi, sono unimodu- 
lari (fig. 29d). 


TEOREMA (Ghouila-Houri). 7 è un ipergrafo unimodulare se e solo se ogni sot- 
toipergrafo Hy ammette una bicolorazione equa, cioè una bipartizione (Y,, Y) 
di Y tale che —1<|E;0Y|+|E;0Ya|<1 per i=1,2,...,m. 


Per sottoipergrafo Hy di H associato all'insieme di vertici YCX, s'intende 
la famiglia delle intersezioni non-vuote degli spigoli di H con Y. Un ipergrafo 
è equilibrato se ogni ciclo dispari ammette uno spigolo che contiene tre dei 
vertici del ciclo. L’ipergrafo della figura 29e è equilibrato perché per il suo ciclo 
di lunghezza 7 esiste lo spigolo di cardinalità 4 che contiene 3 dei suoi vertici; 
non è però unimodulare perché non si può giungere ad applicargli una bicolo- 
razione equa. 

Si indica con v(#) il più grande numero di spigoli di H a due a due disgiunti 
e con t(H) la cardinalità del più piccolo trasversale TCX degli spigoli di A. 
Evidentemente v(H)<(H). Per un grafo bipartito G, v(G)= 1(G) non è altro 
che il teorema di Kéònig (cfr. il $ 2.7 dell'articolo «Combinatoria» in questa 
stessa Enciclopedia). Per questo si dice che un ipergrafo H verifica la proprietà 
di K6nig se v(7)=t(7H). H è poi detto normale se ogni ipergrafo parziale di 
H verifica la proprietà di Kònig (per ipergrafo parziale associato a una sotto- 
famiglia H' degli spigoli di H s'intende, beninteso, l’ipergrafo di spigoli H') 
(cfr. fig. 20f). 

Si indica con A(7H) il grado massimo di H, cioè il numero massimo d’inci- 
denze di un vertice e con g(/7) l’indice cromatico, cioè il più piccolo numero di 
colori necessari per colorare gli spigoli di H in modo che due spigoli adiacenti 
abbiano colori differenti. Evidentemente g(H)=A(H). Se g(H)=A(H) si dice 
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che l’ipergrafo H verifica la proprietà degli spigoli colorati. Il grafo completo 


K,, ha la proprietà degli spigoli colorati (Lucas) ma non è normale perché 


ammette un ciclo di lunghezza 3 (fig. 29g). 

Si chiama fascio una famiglia H'CH di spigoli a due a due adiacenti. Si 
dice che H verifica la proprietà di Helly se gli spigoli di ogni fascio di 7 hanno 
una intersezione comune non-vuota. 

Un grafo verifica la proprietà di Helly se e solo se non contiene triangoli. 
Un ipergrafo di intervalli di N o di un reticolo soddisfa la proprietà di Helly 
e ugualmente il suo duale (fig. 29 d e 4). Si dice che HH verifica la proprietà di 
Erdés, Ko e Rado se il cardinale massimo di un fascio è uguale al grado massi- 


mo A(H) (fig. 29). 
= 


._ Ipergrafi 
con la proprietà 
degli spigoli colorati 


Iperalberi 


Ipergrafi 


Ipergrafi 
lia con proprietà di Helly 


pseudoequilibrati 


Ipergrafi 


Ipergrafi 
con proprietà di Erdés, Ko e Rado 


bicolorabili 


Figura 30. 
Diagrammi d’inclusione dei tipi di ipergrafo. 
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Si dice che ZH è bicolorabile se si possono colorare i vertici di H con due 
colori senza che nessuno spigolo di cardinalità superiore a 1 sia monocromatico 
(fig. 29k). 

Si dice che 77 è un iperalbero, se H è semplice e se ogni ciclo di lunghezza 
superiore a 2 contiene uno spigolo contenente (a sua volta) tre vertici del ciclo. 
Las Vergnas ha mostrato che un iperalbero ha due vertici di grado 1 (fig. 29c). 

I principali teoremi attuali sugli ipergrafi sono i teoremi di inclusione delle 
diverse famiglie definite più sopra e che si sono riunite in un diagramma (cfr. 


fig. 30). 


5.2. Programmi a punti estremi nel cubo unità. 


La programmazione lineare intera prende in considerazione i punti a coor- 
dinate intere di un poliedro di R”. È noto che nel caso generale della program- 
mazione lineare le soluzioni ottimali corrispondono ai vertici del poliedro; se 
questi sono tutti a coordinate intere allora il programma può essere risolto ope- 
rando con interi attraverso algoritmi standard e il risultato finale è sicuramente 
un intero. I teoremi che seguono caratterizzano famiglie di programmi su ma- 
trice con elementi o e 1, di cui tutti i punti estremi sono vertici del cubo unità. 


TEOREMA (Lovàsz). Sia H un ipergrafo con n vertici e m spigoli, con matrice 
di incidenza A; allora î punti estremi del poliedro D= {s | seR", s=o0, As<1} 
sono tutti a coordinate o 0 1 se e solo se H è un ipergrafo normale. 


Un teorema duale tratta il caso delle disuguaglianze « > » sempre in ter- 
mini di ipergrafo, in questo caso equilibrato. 


TEOREMA (Berge e Hoffmann). Stia H un ipergrafo a n vertici e m spigoli e 
con matrice d’incidenza A; allora per ogni ge {o,1}" î punti estremi del poliedro 
Pi={t|teR", t>o, tA=q} sono tutti a coordinate 0 0 1 se e solo se H è un iper- 
grafo equilibrato. 


Poiché da una parte la proprietà di essere unimodulare è propria di un iper- 
grafo e nello stesso tempo del suo duale e poiché d’altra parte essa è più forte 
della proprietà degli ipergrafi di essere equilibraw e normali, si può avanzare la 
seguente 


CONGETTURA (Berge). Sta H un ipergrafo con n vertici e m spigoli e con ma- 
trice d'incidenza A; allora per ogni pe N" e qeN" i punti estremi dei poliedri 
A,={s|seR®,s=>o, As<p} e P,= {i |teR", t>0, tA=>q} sono tutti a coordi- 
nate intere se e solo se H è un ipergrafo unimodulare. 


6. Grafie topologia. 
La rappresentazione dei grafi sulle superfici è un argomento ricco di sfide 


e di scoperte storiche sia per gli specialisti di grafi sia per gli specialisti di to- 
pologia. La famosa congettura di Heawood è stata risolta. Una problematica 
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strettamente collegata è quella della colorazione dei grafi e delle carte: la ribelle 
congettura dei quattro colori del piano probabilmente è ormai risolta, tuttavia 
essa si prolunga ancora nella appassionante congettura di Hadwiger. 


6.1. Rappresentazione di un grafo in uno spazio topologico. 


Le superfici chiuse possono essere rappresentate come una sfera con pf «ma- 
nici» nel caso che siano superfici orientabili di genere p=o (cfr. il $ 4.3 dell’ar- 
ticolo «Geometria e topologia» in questa stessa Enciclopedia, ove peraltro la 
caratteristica c è indicata con y), e sono indicate con 7,. Le sfere con q «ca- 
lotte incrociate » rappresentano le superfici non-orientabili di genere g= 1, e so- 
no indicate con V,. Una superficie S ha una caratteristica c, con c=2—2] se 
S=T,ec=2—q se S=V,. Per la sfera p=0, da cui c=2. Una rappresenta- 
zione di un grafo G nella superficie .S è cellulare se le sue facce sono degli aperti 
omeomorfi a un disco piano; in questo caso il bordo di ogni faccia definisce un 
poligono di G detto per estensione faccia. G è detto rappresentabile in modo 
cellulare su S se ammette una rappresentazione cellulare su S. Risulta che se un 
grafo G è rappresentabile su una superficie S di caratteristica c, G è rappresen- 
tabile su ogni superficie S”, non-orientabile se S è non-orientabile, di carat- 
teristica c'<c. 


TEOREMA (Eulero). Sia data una rappresentazione cellulare di un grafo G 
su una superficie S. Se n è il numero di vertici di G, m il numero degli spigoli, f îl 
numero delle facce della rappresentazione, c la caratteristica di S, si ha la relazione 
n-m+f-c=o. 


Una rappresentazione cellulare di G in S è triangolare se tutte le sue facce 
sono di lunghezza 3. 


TEOREMA. .Se un grafo G senza cappi né spigoli multipli con m>1 è rappre- 
sentabile su S di caratteristica c allora m<3n-—3c, dove l'uguaglianza vale se e 
solo se G è rappresentabile triangolarmente. 


I grafi rappresentabili sulla sfera 7; (0 piano euclideo) sono detti planari. Il 
grafo completo a cinque vertici K, non è planare perché 10>(3X5)—(3x2). 
Il genere Y(G) di un grafo G è il più piccolo intero p=o tale che G sia rappre- 
sentabile su 7,. Il genere non-orientabile u(G) di G è il più piccolo intero 
q=1 tale che G sia rappresentabile su V,. G è rappresentabile in 7, se e solo 
se p=Y(G), su V, se e solo se g=u(G). 


6.2. k-coloramento. 


Si consideri un grafo senza cappi. G è detto A-colorabile {R intero) se esiste 
un’applicazione dell'insieme dei suoi vertici in un insieme di & elementi tale 
che due vertici adiacenti qualunque non abbiano la stessa immagine (contrasto 
di colore). Il numero cromatico di G, X(G), è il più piccolo intero tale che esi- 
sta un &-coloramento. G è k-colorabile se e solo se &R>(G). Colorare una 
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carta di S vuol dire colorare le facce di un grafo G rappresentato in Sin modo 
che due qualsiasi facce adiacenti abbiano colore diverso; analoga è la colorazione 
del grafo duale di G. Il numero cromatico di S'è il limite superiore dei numeri 
cromatici X(G) dei grafi senza cappi rappresentabili in S. X(S) rappresenta 
dunque il numero di colori sempre sufficienti e forse necessari per colorare ogni 
carta di S. 


Proprietà dei quattro colori. Dimostrata molto probabilmente da Appel e 
Haken (1977): X(7)=4. Che certi grafi necessitino di quattro colori è evi- 
dente; ma quattro colori possono sempre essere sufficienti nel piano? La dimo- 
strazione ha richiesto un grandissimo numero di enumerazioni effettuate col 
calcolatore. 


TEOREMA DI HEAWOOD. ar(ry= TEMI] (p=1) 
aeo)=| TIT] = gra) 
X(V,)=6 


so, 
DS 


Co 


SI 


Figura 31. 


Carta a sette regioni vicine sul toro (K, raggiunge il limite cromatico). 
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([r] designa la parte intera di r). Heawood definisce dunque per tutte le su- 
perfici — salvo la sfera - dei limiti cromatici e congettura che essi sono rag- 
giunti da almeno un grafo; risulterà che essi sono raggiunti da grafi completi 
(nella figura 31 si trova su un toro un grafo completo a sette vertici che rag- 
giunge il limite X(7,)=7, con la forma di una carta a sette regioni a due a 
due vicine). 


TEOREMA. Siano G un grafo e k un intero. $(G) designa il grado del vertice 
di grado più piccolo. Se per ogni sottografo G' di G si ha è(G')<Rk, allora 
A(G)<k+1. 


L’ex congettura di Heawood è infatti equivalente al 


TEOREMA DEL GENERE DEL GRAFO COMPLETO (Ringel e Youngs, 1968). 


ri) =[EEVEZII* =s) 


12 
ue =|AVEO* (n>5, n#7) 


u(K,)=3 


([r]t denota il più piccolo intero >r). Hadwiger tenta di collegare unicamen- 
te il numero cromatico X(G) e il numero di vertici $(G) del più grande dei 
grafi completi contratto di G (per contrazione di spigoli). 


CONGETTURA DI HADWIGER. Per ogni grafo connesso G si ha X(G)<C(G). 


Se G non è (n—1)-colorabile allora G ammette secondo la congettura K, 
come (grafo) contratto. Per n= 5, ciò implica il teorema dei quattro colori: in- 
fatti se un grafo non - 4-colorabile ammette K; come (grafo) contratto, non è 
planare perché anche KX; non lo è. Pertanto, come osserva Fournier, l’ipotesi 
di essere planare fatta nel teorema dei quattro colori non è la migliore, poiché 
in effetti il grafo completo K; è l’unico ostacolo (obstruction) al «4-cromati- 


smo». {P. R.]. 


Sui grafi, in particolare sui grafi finiti, vi sono attualmente attive ricerche, forse per- 
ché il procedere del pensiero contemporaneo è certo più simile a una rete che a una li- 
nea retta (cfr. centrato/acentrato, labirinto, rete). 

Ma le ragioni di tali ricerche si connettono anche ai successi matematici veri e propri 
(cfr. strutture matematiche) e allo stabilirsi di relazioni importanti tra la teoria dei 
grafi e importanti settori della matematica, quali la geometria combinatoria (cfr. com- 
binatoria, geometria e topologia), l’algebra (cfr. razionale/algebrico/trascendente, 
trasformazioni naturali / categorie) o la programmazione (cfr. calcolo, macchina). 

Si ha dunque, da un lato, un sempre più vasto applicarsi della teoria a situazioni di- 
sparate; dall’altro, un approfondirsi di essa in relazione a queste esperienze (cfr. teoria/ 
pratica, dialettica). 
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I labirinti rappresentano un vero e proprio successo popolare. Ogni indivi- 
duo di ogni epoca ha fatto del primo labirinto incontrato una questione perso- 
nale, come se si trattasse di un'immagine del proprio cervello. Chi sulle moda- 
lità del gioco presentato, chi sulle modalità della ricerca metafisica supposta, 
ognuno ha tentato di misurare in qualche labirinto il proprio grado di avanza- 
mento. 

Il più immaginario e più impalpabile fra i labirinti, cioè quello cretese, fu 
certamente il più ricco di suggestioni per il pensiero universale; ciò è forse do- 
vuto al fatto che la leggenda lo descrive (fig. 1) in modo quasi astratto, espo- 
nendolo cosf maggiormente alla metafora. Oggi, qual è il senso forte di labirinto 
nel contesto della scienza attuale? Come dunque occorre procedere affinché il 
senso del labirinto non si diluisca in una immagine evanescente e senza forme, 
simboleggiamento di ogni fallacia — errori o confusioni —, né venga pietrificato 
nei simboli degli enigmi? Una modalità di procedere che verrà qui adottata è 
quella di incalzare la ragione prasseologica che governa il «viaggiatore» che si 
accosta al labirinto di ogni leggenda, di ogni metafora; quel viaggiatore che, 
senza mappa, esplora tutto per ritrovarsi alla fine al punto di partenza. E allora 
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Figura 1. 


Rovesci di monete di Cnosso. 


Labirinto 4 
la modernità (0 l’eternità) dell'argomento è disvelata: si scopre che il labirinto 
è una grammatica, che lo stratagemma che Dedalo suggeriva ad Arianna per 
salvare Teseo è un linguaggio context-free; che il labirinto è il luogo per eccel- 
lenza ove si definisce la miopia degli algoritmi, cioè del calcolo a passo a passo 
senza memoria; e infine, si scopre che il labirinto, ove tutto si decide localmente 
e per ogni luogo, è il sostrato dei sistemi reticolati acentrati. In una parola, la 
tesi sarà: la problematica di Teseo che risolve il suo labirinto figura nei prolego- 
meni delle sfide future della scienza delle organizzazioni naturali e artificiali. 


I. Leggende e metafore. 


r.1. Il viaggiatore e l'architetto. 


Seguiamo il viaggiatore del labirinto. Egli passa da incrocio a incrocio attra- 
verso corridoi ciechi (fig. 2). Ciascun corridoio non ha altra funzione che quel- 
la di portare all'incrocio successivo. L’incrocio è il luogo ove il corridoio finisce 


Figura 2. 


Grotta-labirinto di Gortina, nell’isola di Creta. 


ARR SOS 


Figura 3. 


Un incrocio secondo Escher. 
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Figura 4. 


Il fantastico labirinto di Stra con 6,4 chilometri di corridoi. 
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(forse un corridoio senza uscita -- stupido incrocio allora —, oppure un corridoio 
che sbocca su altri corridoi). Alcuni corridoi possono comportare scale che sal- 
gono o che scendono e tutte le specie di curve che generano un aggrovigliamen- 
to che il viaggiatore non può essere in grado di ricordare (fig. 3). Il viaggiatore 
può visitare incroci già visti oppure altri che sono la riproduzione identica di 
incroci già visitati. Tutto ciò provoca nel viaggiatore sorpresa, confusione, anzi 
stupore (in inglese /abyrinth ha come sinonimo maze, oggetto di stupefazione). 
Corridoi e incroci alternati sono per il viaggiatore la sola certezza che si ripete 
di volta in volta. Tutto gli appare infinito, tanto è sconcertante l’illusione delle 
similitudini (il viaggiatore ha infatti l’intuizione del potere senza limiti dell’uni- 
formità). Egli muove i suoi passi in fastidiose ripetizioni degli stessi incroci e 
tali ripetizioni gli sembrano vane quando deve ritornare indietro, inattese quan- 
do egli ricade, attraverso giravolte, in un incrocio già visitato (in tedesco Laby- 
rinth ha come sinonimo /rrweg, o cammino di errori e di confusione). 

Ma se il viaggiatore errante prova la sensazione dell’infinito nel labirinto, 
l’architetto lo conosce come finito. L’ingegnosità di quest’ultimo ha equilibra- 
to l’effetto di inganno e l’effetto di seduzione negli aggrovigliamenti, nelle ramifi- 
cazioni, nelle giravolte e nei ritorni (fig. 4). Il viaggiatore è assorto nella sua ri- 
cerca; e, nel suo spirito, lo smarrimento che si è impossessato di lui deve dis- 
siparsi grazie a una esplorazione più profonda. Il labirinto è umano. 

È questo anche il parere del più grande labirintologo contemporaneo, che 
parla con la voce del suo eroe Joseph Cartaphilus (l’immortale nell’ Aleph di 
Borges), votato, all'avvicinarsi della sua fine, a valersi delle parole dei poeti del- 
l’errare; Cartaphilus oppone i labirinti con cui ha grande familiarità alla « Città 
degl’Immortali», in cui ha trovato soltanto un caos detestabile, finestre inac- 
cessibili e scale rovesciate, un’architettura irrazionale privata di ogni intenzio- 
nalità: un completo non senso. Il geometra errante trova i labirinti come fatti, 
al contrario, per i vivi, e dice per l'appunto che «un labirinto è un edificio co- 
struito per confondere gli uomini; la sua architettura, ricca di simmetrie, è su- 
bordinata a tale fine» [Borges 1952, trad. it. p. 28]. 

Lasciamo per il momento gli architetti; si ritornerà sulle furberie che essi 
esercitano sugli umani quando si classificheranno più avanti le strutture labi- 
rintiche — la qual cosa potrà essere considerata secondaria, fuori tema — visto 
che appare ora che è proprio il viaggiatore a « fare» il labirinto e non l’architetto! 
Il labirinto non è un’architettura, un reticolo nel senso di chi lo progetta e con- 
cepisce, ma lo spazio che si sviluppa davanti al viaggiatore che procede senza 
mappa nel reticolo stesso. 

Ecco perché un celebre numero del mimo Marcel Marceau riusci a rivelare, 
nello spazio nudo, un labirinto immaginario fra i più temibili. 

Similmente accade nella leggenda secondo cui l’architetto Dedalo è getta- 
to nel palazzo-prigione che ha costruito per il Minotauro: l’opera, di cui si di- 
ce che Dedalo avesse distrutto la mappa, diviene — per il suo artefice — un la- 
birinto. 

Dunque, come fondamento alla nostra tesi, prima di continuare ci si soffer- 
merà su tre tratti distintivi del labirinto, che contrappongono radicalmente la 
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condizione del viaggiatore rispetto a quella dell’architetto in tutti i labirinti, vi- 
sibili, immaginari, personali o universali. 

Il primo tratto è costituito dal fascino che emana il labirinto per il suo ri- 
chiamo all'esplorazione. Secondo Cornelius Castoriadis, «pensare è entrare nel 
labirinto, più esattamente è far essere e apparire un labirinto, quando si sarebbe 
potuti restare adagiati tra i fiori, giacendo di fronte al cielo» (fig. 5). Il Minotau- 
ro, come centro puntuale di attrazione, non è indispensabile, ma è evocatore. In- 
fatti, per l’ignaro viaggiatore, il centro si trova ovunque; dunque si può imma- 
ginare che non sia in nessun luogo. Il richiamo di Teseo e di tutti i viaggiatori 
dei labirinti invita a entrare, a esaurire la vastità dei luoghi, a ritornare al punto 
di partenza, cioè a garantire l'evasione. Il labirinto risponde a una brama di sco- 
perta; la sua esplorazione è l’archetipo dello spirito che ricerca. Ma attenzione, 
occorrerà uscirne indenni, e quindi non perdersi! 

Il secondo tratto è costituito dall’umile condizione del viaggiatore ridotto a 
esplorare senza mappa e a vista d'occhio. Egli non ha né pianta, né bussola e nulla 
gli consente di prevedere la geometria dei luoghi (fig. 6). E neppure egli può 
intravedere dall'inizio di un corridoio la sua fine: da un incrocio non si possono 
vedere altri incroci. Si può dire che il viaggiatore è miope. Egli deve limitarsi, 
a ogni incrocio, a leggere sul suolo i segni che ha potuto lasciare in occasione 
dei passaggi precedenti. Tale viaggiatore sprovveduto non è topografo: egli non 
rileva quindi la carta del labirinto (Cartaphilus non pit degli altri!) ma lo per- 
corre, lo ricopre coi suoi cammini. 

Il terzo tratto è costituito dall’astuta intelligenza che il viaggiatore esercita 
per portare i suoi passi fino alla fine, senza cadere nelle trappole delle infinite 
circonvoluzioni. Può sembrare che egli erri soltanto, ma di fatto egli si applica 
e anche usa astuzia: si vedrà (fig. 7) come egli ricopra esaustivamente il labirinto 


Figura 5. 
Labirinto di giardino a Chantilly. 


Figura 6. 


Un labirinto non è sempre piano. 


Figura 7. 


Ai bivi «il filo» è utile. 
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senza perdervisi. È per tale motivo che il suo cimento appare in certi contesti 
come un rituale iniziatico. Lungi dall’affidarsi al caso, il viaggiatore calcola in 
ogni incrocio, applicando, con pazienza e coi mezzi limitati di cui si è prima 
detto, una regola infallibile, di cui si vedrà la sottigliezza più avanti. L’aporia 
sarà dissolta. Il terzo tratto menzionato s’incarna leggendariamente in Arian- 
na, l’ispiratrice della vittoria di Teseo: è la uNrts [cfr. Detienne e Vernant 1974] 
dei Greci. Dalla uftig è nata la labirintologia matematica. 


1.2. Il filo, la gru e la matita. 


Arianna è figlia di Minosse e di Pasifae, potenti sovrani circondati da una 
corte smagliante; essi risiedono in un vasto palazzo non fortificato, dalla geo- 
metria complessa - tutti questi dettagli hanno la loro importanza — a Cnosso. 
Cnosso è il centro della fiorente civiltà sbocciata a Creta fra il 2490 e il 1400a.C., 
una civiltà in grado di mandare le sue navi per tutto il Mediterraneo. 

Le fonti storiche e archeologiche sono cosi tenui che è difficile stabilire una 
linea di demarcazione fra storia e leggenda; questo tuttavia ha poca importanza 
per la nostra tesi. Né a Cnosso, né sui libri si trova la più piccola traccia di un 
labirinto concreto! Purtroppo la leggenda stessa è molto impoverita per il fatto 
che tutte le opere drammatiche che l'hanno sviluppata sono scomparse: per- 
duti i Dedalo di Sofocle, di Aristofane, di Platone il Comico, di Filippo e di 
Eubulo; perduti il Minosse di Aristofane e di Alessi, la Pasifae di Alceo, il Teseo 
e i Cretesi di Euripide; perduto il Cocalo di Aristofane. Questi titoli che ci sono 
pervenuti e le allusioni di Platone lasciano immaginare la popolarità di cui go- 
dette la leggenda di Dedalo nell’antichità. Fortunatamente Apollodoro, gram- 
matico ateniese, 150 a. C., fa opera di mitografo: egli scrive la storia degli dèi 
e degli eroi. 

L’avvenimento fondamentale è la presenza alla corte di Minosse del famoso 
Dedalo, che era dovuto fuggire da Atene dopo l'assassinio sull’Acropoli del suo 
allievo Talo di cui cominciava ad essere invidioso. Entrambi artisti-artigiani, 
costruttori e scultori, essi hanno inventato numerosi attrezzi come la sega, la 
colla di pesce e il filo a piombo! Dedalo diviene il protetto dei potenti: dapprima 
Minosse a Creta, poi Cocalo in Sicilia. Dedalo impiegherà la sua ingegnosità 
non soltanto nello scolpire e nel costruire palazzi, ma anche nel giocar d’astuzia 
coi suoi protettori. Egli finirà con l’uccidere Minosse nel palazzo stesso di Co- 
calo truccando il sistema idraulico dell’acqua calda della vasca per il bagno. È 
nell’opposizione violenta [Frontisi-Ducroux 1975] fra la 7} tic dell’artista crea- 
tore condannato socialmente a restare nell’ombra e il potere temporale del mo- 
narca insediato, che occorre situare la vicenda che qui interessa: Arianna, Teseo 
e il labirinto. 

Il Minotauro, mostro mezzo uomo e mezzo toro, è, come sembra, lo scan- 
dalo della corte. Minosse fa costruire da Dedalo una dimora per il Minotauro 
che si chiama il Labirinto; poi, avendo vinto gli Ateniesi, impone loro un tri- 
buto regolare di sette giovani uomini e di sette giovani donne destinati ad essere 
dati in preda al Minotauro. Questo fino al giorno in cui il valoroso Teseo, figlio 
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di Egeo, re di Atene, e facente parte del gruppo delle vittime, si presenta alla 
porta del Labirinto. Arianna s’invaghisce dell'eroe e si prova a guidare i suoi 
passi nel Labirinto affidandogli un filo di cui ella tiene il capo: egli ha cosi la 
garanzia di ritornare al punto di partenza se sarà capace di vincere il Minotauro. 
Secondo una tradizione — occorre dire di natura quanto mai maschile (uomo- 
ufNtie e donna-charme) — sarebbe stato Dedalo a suggerire l'espediente e a for- 
nire ad Arianna il gomitolo di filo. 

Tl'eseo il valoroso esce vincitore da questo duplice pericolo, fugge con Arian- 
na, ma abbandona presto quella che fu la guida troppo magica della sua spedi- 
zione. Arianna si ritroverà davanti a Dioniso che le dirà con tutta semplicità, 
secondo Nietzsche, «Io sono il tuo labirinto ». ° 

Quando Minosse scopre la complicità di Dedalo nella vita e nella morte del 
Minotauro, lo getta con suo figlio Icaro nel Labirinto. Ed ecco il nuovo colpo 
di genio di Dedalo: l’invélo. Minosse insegue Dedalo. Per ritrovarne le tracce 
lancia ovunque una sfida: far passare un filo attraverso Îa conchiglia d’una li- 
torina! A Camico, da Cocalo, il problema viene risolto: Dedalo è infatti là, na- 
scosto, pratica un foro alla sommità della conchiglia e v’introduce una formica 
attaccata a un filo. Dedalo è scovato, con la sua ingegnosità rivelatrice ha rischia- 
to di essere perduto, ma si conosce la fine della storia. 

A Delo, dove Teseo ha fatto scalo, il filo di Arianna prende un’altra forma 
rituale: la danza chiamata Yépxvog o movimento della gru (il trampoliere che 
presta il suo nome alla danza è un eccellente navigatore: per orientarsi nell’im- 
mensità del cielo, ogni membro di uno stormo porta una pietra che farà cadere 
al suo turno per individuare col rumore il mare e la terra). Una catena di dan- 
zatori che si tengono per i polsi è diretta dai due estremi, che rappresentano 
Teseo e Arianna; la catena ondeggia, si ripiega e serpeggia sapientemente; tutte 
le giravolte del labirinto sono cosi simulate e accompagnate da muggii fino alla 
vittoria, quando i due conduttori del balletto si ricongiungono. 

Perciò diventa consueto tracciare sul suolo delle figure per guidare i YEpavoc. 
I lastricati e i terreni di gioco dei bimbi si popolano di «labirinti». Più tardi le 
chiese cristiane sfoggiano a loro volta dei pavimenti a labirinto in omaggio al 
grande patrono dei maestri di bottega: Dedalo. l i l 

La mitica architettura dedaliana in corridoi è divenuta danze, poi pavimenti 
e sigilli, talvolta fantasie di giardini, infine opera delle matite. I labirinti delle 
matite di oggi, nei nostri libri e nei nostri giornali, anche minuscoli, corrobo- 
rano la nostra scelta dei tre tratti caratteristici dell’aporia del labirinto; benché 
l'occhio possa abbracciare questi labirinti disegnati nel loro insieme, l'illusione 
di aggrovigliamento inestricabile è generalmente totale; i loro tracciati eccitano 
lo spirito ludico. E solo la punta della matita spinta a poco a poco giunge alla 
fine: cercando di vedere troppo lontano, ci si smarrisce. Ma secondo quale rego- 
la, esattamente, la punta della matita trova a colpo sicuro la via d’uscita? 
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+. Tipologia delle strutture labirintiche. 
Occorre ritornare al colpo d’occhio globale dell’architetto al fine di classifi- 
care le strutture labirintiche, secondo i concetti della topologia combinatoria 


Non si perda di vista il fatto che il viaggiatore, in generale, non sa in anticipo 
con quale classe di strutture avrà a che fare. 


2.1. Serpente arrotolato e albero piegato. 


Il labirinto più semplice è unicursale, cioè costituito di una sola linea, in un 
a senso di un solo corridoio e di un incrocio cul-de-sac a ogni estremo. Per 
IL viaggiatore il labirinto unicursale è unico: un solo modo di percorrerlo, cioè 
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percorrendo il corridoio fino alla fine e ritornando. Per l’architetto, la partico- 
larità del labirinto unicursale non può consistere altro che nelle circonvoluzioni 
della linea, per esempio, nel suo arrotolamento sul piano come un serpente; in 
questo caso è allora possibile che i punti che sono più vicini per l’architetto 
siano i più lontani per il viaggiatore. Se si tratta di una fila di danzatori, il ripie- 
gamento consente un felice effetto di movimenti contrari dei danzatori della stes- 
sa fila. 

In uno schema classico (fig. 8) l’architetto equilibra la curva sul piano in 
giri completi prima in un senso e poi nell’altro, e a ogni ripiegamento sceglie 
da una parte tra arrotolare verso l’interno o verso l’esterno e dall’altra tra avvi- 
cinarsi all'equilibrio precedente oppure distanziarsi; tutto ciò apre un gran nu- 
mero di possibilità. Nel caso in cui il corridoio si ripieghi chiudendosi contro 
se stesso, nel disegno di contorno del corridoio appare uno spigolo vivo e ciò 
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può permettere di distinguere due arrotolamenti. È affascinante constatare li 
dentità fra i cinque arrotolamenti della figura 8, trovati ai quattro venti, e quel- 
lo della moneta «Apollon» di Cnosso (fig. 1c). 
Questi labirinti possono essere considerati senza bivi, dunque senza possi- 
bilità di scelta per il viaggiatore, come delle immagini ingannatrici, come delle 
evocazioni di circonvoluzioni labirintiche; ma essi non sono labirinti propria- 
mente detti perché negano il filo di Arianna. Il filo di Arianna acquista senso nel 
momento in cui esistono ramificazioni, cioè un incrocio che apre almeno tre cor- 
ridoi (fig. 7). 
A un labirinto si associa un grafo (fig. 14) costituito di punti (gli incroci) e 
di linee (i corridoi) incidenti ai punti in modo naturale (si vedano le figure 8 e g 
dell’articolo «Centrato/acentrato » in questa stessa Enciclopedia). Fatta questa 
associazione, scompaiono molte illusioni ottiche. Il ruolo dei cicli diviene chiaro. 
Si dice che un labirinto connesso ha una topologia ad albero se non com- 
porta cicli. Un ciclo è composto di corridoi successivi che, presi una sola volta, 
permettono al viaggiatore di ritrovare i suoi passi. Il labirinto unicursale è un 
esempio estremo di albero. Il tappeto indiano della figura 9 comporta un solo 
bivio, nel punto di collegamento dei due labirinti del tipo unicursale che si tro- Figura 10. 
va più avanti (fig. 140, 5). Gioco dei fagioli «cancellati ». 
I labirinti-gioco dei fanciulli sono spesso concepiti come alberi piegati, abil- 
mente costretti sul piano; cost il giocatore si smarrisce nei cu/-de-sacs dell’albe- 
ro, cioè negli estremi dei rami di cui uno soltanto è considerato come la « casella THE TIMES 
vincente»; il giocatore metodico completa l’esplorazione e finisce alla «casella di —"reren sa 
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Figura 9. Figura 11. 
Tappeto indiano d'America. Quadrettatura del piano delicatamente raschiata per costituire un labirinto. 
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Potenza. Questi labicinti ramificantisi possono essere costruiti «con la gomma 
di cancellare» (lip. 10) 0 «col raschietto» (fig. 11, escluso un piccolo circuito!) 

Si metta ‘l'esco nell'albero». Partito dalla casella di Arianna, egli vuole ri- 
lornarvi (cammino chiuso). Teseo perciò non percorre nessun corridoio una sola 
volta. Questa è una proprietà caratteristica degli alberi: 


TEOREMA 1. Ogni cammino chiuso in un albero che passa in un corridoio una 
prima volta, passa una seconda volta nel senso opposto e, in totale, passa un numero 
pari di volte alternando l'uno e l’altro Senso. 


Forte di questo teorema, Teseo cerca di prendere ogni corridoio due volte, 
in ragione di una volta in ogni senso, essendo questa la sola possibilità per lui 
di percorrere tutto in modo sicuro. Si guardi un incrocio qualunque in cui Te- 
seo arriva; vi si distingue un corridoio in particolare: quello attraverso cui Teseo 
è giunto a scoprire l'incrocio per la prima volta e che è inoltre l’unico a compor- 
tare soltanto un filo; gli altri comportano due fili (andata e ritorno) oppure nes- 
sun filo. Di qui la 

REGOLA DI TESEO. In un incrocio, prendere preferibilmente un corridoio li- 
bero, e come ultima risorsa prendere il corridoio di scoperta dell’incrocio, attra- 
verso il quale si abbandonerà definitivamente l'incrocio stesso. 


In virtù del teorema I, in un incrocio ove Teseo prende un corridoio libero, 
egli. tornerà attraverso lo stesso corridoio. Egli ha dunque la garanzia di coprire 
tutto il labirinto, in definitiva è alla casella di partenza che Teseo sarà bloccato. 
A questo punto si ricordi una proprietà degli alberi. Per Teseo, che ha percorso 
il labirinto-albero, ogni corridoio preso per la prima volta è corridoio di sco- 
perta di un incrocio; ora, soltanto l’incrocio di partenza non è scoperto, e quindi: 


TEOREMA 2. Un albero ha un corridoio in più degli incroci. 


2.2. Il disordine ciclomatico. 


un labirinto connesso in albero, è il suo numero ciclomatico; numero uguale, 
in virtà del teorema 2, all'eccesso di corridoi rispetto al numero degli incroci, 
più una unità. Per esempio, il numero ciclomatico del famoso labirinto di Hamp- 
ton Court (Inghilterra) è uno; quello della caverna cretese di Gortina (fig. 2) 
è sette, numero che oltrepassa di molto il dedalo di un appartamento moderno. 
Invece il magnifico palazzo di Cnosso con le sue numerose comunicazioni ha 
un numero ciclomatico di parecchie decine, e per tal motivo si presta a far smar- 
rire il visitatore. (Questo palazzo, che forse è proprio il labirinto di Dedalo, por- 
tava il sacro segno della doppia scure, che viene detta \&Bpuc, da cui, forse, 
deriva la parola labirinto’). Ma il massimo labirinto architetturale della storia 
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è, come propone Plinio, il tempio che il faraone Amenemhet HI eresse a Kro- 
kodipolis in Egitto nello stesso periodo in cui venne realizzato il lago artificiale 
Moeris, nel 1800 a. C. circa. Erodoto (450 a. C.) vi descrive tremila sale su due 
piani con passaggi aggrovigliati, inclinati, spesso ciechi. Recentemente, gli ar- 
cheologi Petrie e Canina hanno ricostruito una mappa di una architettura di 
270 su 300 metri! (fig. 12). Il suo numero ciclomatico è di parecchie centinaia, 
visto che ogni colonna conta già per un punto. È l’intreccio assai fitto di tale 
architettura quasi regolare a dotarla di un disordine solo apparentemente com- 
plesso e a conferirle la sua reputazione di labirinto. Quando l’intreccio è molto 
irregolare, come nella pianta di Tokyo, l’effetto di disordine aumenta. 
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Figura 12. 
Mappa del «labirinto d’Egitto » (tempio di Amenemhet, 1800 a. C.) stesa da Canina. 
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Nella figura 14 viene dato, per alcuni dei labirinti incontrati, lo schema in 
grafo, in cui appaiono chiaramente i cicli. (Ogni incrocio diventa un punto, 
ogni corridoio una linea e ogni ciclo un poligono). Il lettore potrà tracciare da 
solo il grafo della figura 11, «The Times». 
Per il viaggiatore, i cicli significano l'eventualità di un ritorno in un incrocio 
già visitato, attraverso un corridoio che non sia stato ancora percorso in senso 


; Corridoio s 
Incrocio o——— _-Q Incrocio 


a) b) e) 


Sa 


Fi Figura 14. 
igura 13. FRA ERO È È a a 
Grafì e labirinti: a) labirinto unicursale; 5) il tappeto della figura 9; c) labirinto di 
Hampton Court; d) grotta di Gortina. 


Veduta aerea della città di Lucca. 
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inverso, cioè a partire dall'incrocio: in questo momento c'è un Ha 
Allora, per seguire il consiglio di Trémaux (1882), il viaggiatore può in de a 
eventualità ritornare indietro, trattando l’incrocio già visitato come un cur e- 
sac di un albero; il viaggiatore finge allora di spostarsi in un labirinto ad albero 
e si riporta, come si dice, al caso precedente. Nulla gli può sfuggire. : | 
S’insista ancora: i corridoi di allacciamento di Trémaux sono queg 3 stessi 
che, quando li si percorre una prima volta, non costituiscono corridoi > a 
perta di un incrocio; l’albero simulato è ottenuto scollegandoli fittiziamente p 
farne quindi corridoi di scoperta di incroci fittizi i Lat 
Tutto sembra risolto, se non fosse che la matematica sl applica a tutte le so 
luzioni possibili e alle loro proprietà. Ora, questa « ritirata alla Trémaux h non 
è una necessità e non piace affatto a quegli avventurosi che avrebbero pre > 
al momento, prendere un corridoio libero piuttosto che ritornare a uo Di 
darà la risposta. I cicli, come suggerisce l'intuizione, offrono (e lo si vedrà ne 
paragrafo seguente) numerose possibilità di varianti alla regola. DR 
Il ruolo psicologico del ciclo nel labirinto è importante. AIETO De 
amalgama la circolazione di un luogo pubblico o di una rete di scam Re "i De 
le parti arborescenti della rete stessa creano la segregazione. Nei film, il la % 
rinto, che comunica l'affanno della ricerca continua, è un ingrediente —-. e 
di suspense. Per Hitchcock come per Fellini è molto differente l’effetto fra l’in- 
crociare i propri passi (ciclo) e il ritornare sui propri passi (albero). DA 
Si sono classificati i labirinti in unicursali, arborescenti, di numero cic DR 
tico k, lasciando intendere che la complessità del dedalo cresce con R Il n 
rinto più inestricabile è allora quello in cui i cicli crescono senza limite, quello 
stesso in cui il re degli Arabi abbandonò il re di Babilonia, che si era De et 
di lui facendolo prima smarrire in un dedalo architetturale di ca Usso; x i 
lo portò in pieno deserto: «Oh, re del tempo...! In Babilonia mi vo esti perde- 
re in un labirinto di bronzo con molte scale, porte e muri; ora, l’Onnipotente 
ha voluto ch’io ti mostrassi il mio dove non ci sono scale da salire, né porte 
da forzare, né faticosi corridoi da percorrere, né muri che ti vietano il passo » 
[Borges 1952, trad. it. p. 184]. E lo abbandonò nel cuore del deserto. 


3. L’evasione matematica dal labirinto. 


3.1. Le insufficienze della svolta a destra. 


Si racconta che è possibile uscire da un labirinto tenendo la mano destra 
continuamente in contatto con la parete dei corridoi e degli incroci: prendere 
sempre il primo corridoio a destra. La regola suppone due cose. cn di se 
che il viaggiatore sia in un labirinto dove la destra e la sinistra ab E ; 
(e questo non è il caso per esempio della figura 6): deve trattarsi cioè di un la- 
birinto tracciato in un piano senza ponti né tunnel, o su una sfera senza manici. 
Poi, la regola suppone che il viaggiatore sta già sul ciclo-faccia che Se 
l'uscita! Un grafo piano divide infatti il piano in due regioni, e la mano destra 
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del viaggiatore del grafo prende contatto col bordo di una regione (la mano sini- 
stra con il bordo di un’altra regione) e camminare secondo una «prima a de- 
stra» (o «prima a sinistra») vuol dire girare in tondo, percorrendo soltanto i 
corridoi che delimitano una regione; questi corridoi costituiscono un ciclo-faccia 
del labirinto piano. Il viaggiatore troverà la porta della città soltanto se è ab- 
bandonato in un luogo ove la sua mano destra ha contatto con la regione este- 
riore della città. 

I sostenitori della regola del contatto potrebbero ribattere che dentro il pa- 
lazzo di Krokodipolis, come dentro le nostre stesse case, è possibile tenere la 
destra e arrivare cosî sempre da qualche parte. È allora facile immaginare un 
appartamento su due piani con due scale agli estremi, in modo che la regola del 
contatto conduca sempre a salire l’una ed a scendere l’altra, a percorrere al pri- 
mo piano le parti disposte a sud e al secondo piano quelle disposte a nord, cosi 
da mancare eventualmente «la porta» o «l'oggetto amato». 

Per esplorare un grafo piano si potrà alternare: «prima a destra, prima a si- 
nistra, ecc... »; nel caso in cui il grafo non comporti cicli-cocicli, ogni corridoio 


sarà cosf percorso due volte, poiché allora è descritta la « diagonale » del grafo 
piano. 


3.2. La regola minimale che risolve tutti i labirinti. 


Ma quale regola occorre conoscere per risolvere un labirinto qualsiasi? 

Risolvere un labirinto connesso significa percorrere, a partire da un incrocio 
di partenza, tutti i corridoi una volta in ogni senso, secondo una regola comune 
a tutti gl’incroci, non facendo uso che di segni di passaggio nell’incrocio consi- 
derato. Si potrebbe pretendere di coprire il labirinto percorrendo certi corridoi 
una sola volta; ciò non potrebbe essere che a profitto di certi cicli, poiché si è 
appreso nel $ 2.1 che il labirinto-albero non autorizzava tali economie; ora, su 
un ciclo, ciò significherebbe una certa memoria del viaggiatore, accertantesi che 
il ritorno sul ciclo non è indispensabile per esplorare corridoi liberi che vi sa- 
rebbero incidenti. In questo modo ci si allontana dallo spirito labirintico per 
tenere in considerazione soltanto «certe» eventualità. Dunque verrà imposto 
il doppio percorso di ogni corridoio: un senso avanti che si chiama «esplorazio- 
ne» e un senso indietro che si chiama «ritirata». AI 1895 risale il 


TEOREMA (regola di risoluzione dei labirinti di Tarry). A un incrocio prende- 
re il corridoio di scoperta dell’incrocio stesso soltanto come ultima possibilità. 


Il corridoio di scoperta dell’incrocio x è stato preso per definizione dapprima 
nel senso «verso x»: sarà preso nel senso di «a partire da x» soltanto se tutti gli 
altri corridoi a partire da x sono già stati percorsi. 

Prima di tutto si nota che la regola di Teseo dell’albero include proprio la 
regola di 'Tarry e che una cosa simile accade per la regola di Trémaux. Perciò 
infrangere la regola di Tarry vorrà dire fallire nei labirinti-alberi; essa è quindi 
necessaria. È anche sufficiente? Sf, e per tre ragioni: 1) il viaggiatore non può 
ritrovarsi bloccato che all’incrocio di partenza, poiché in ogni altro incrocio in 
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cui si trovi, egli è arrivato una volta in più del numero di partenze; dunque al 
viaggiatore resta una via d’uscita; 2) tutti i corridoi incidenti all’incrocio di par- 
tenza sono saturati (percorsi cioè nei due sensi) poiché il viaggiatore vi è bloc- 
cato; e similmente per ogni corridoio incidente a un incrocio x visitato, poiché 
x è collegato all'incrocio di partenza da una catena di corridoi di scoperta che 
sono, con un ragionamento progressivo a partire dall’incrocio di partenza, tutti 
saturati; 3) non potrebbe esistere un incrocio non visitato, vicino a un incrocio 
nel quale tutti i corridoi incidenti sono saturati; dunque tutti gli incroci sono 
visitati. Per le tre ragioni enunciate, il labirinto è risolto dalla regola di Tarry. 
Le altre regole non fanno altro che sfruttare in modo particolare la libertà di 
scelta in un incrocio lasciata dalla regola di Tarry. A questo scopo sarà utile un 
po’ di terminologia relativa alla struttura di monoide. 


4. Il labirinto è una grammatica. 


La struttura matematica in cui si collocano gli oggetti prima considerati (cor- 
ridoi, cammini, fili, catene) è la struttura di monoide. I cammini sono delle pa- 
role che possono essere messe una dopo l’altra, si dice concatenate, sotto certe 
condizioni grammaticali evidenti. La labirintologia s’interessa alle particolari pa- 
role che ora verranno descritte. 


4.1. Linguaggio context-free del cammino. 


Si chiama labirinto una quaterna L =(V, A, dt, è) dove V è un insieme finito 
(gli incroci); # è un insieme finito di cardinalità pari, detto bialfabeto, i cui 
elementi - o lettere — sono accoppiati a due a due (i due percorsi di un corridoio), 
due lettere accoppiate / e & essendo dette inverse, la qual cosa si indica con 
l'=kel=k'; dt è un’applicazione qualunque di 4 in V (+2) è l'incrocio alla 
‘fine del percorso /) che definisce tutte le incidenze del labirinto; e ò7 sì deduce 
da dt mediante d-(1)=d'(1') per ogni lettera / di £. 


Figura 15. 


Labirinto-grammatica. 
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A un labirinto £ si associa un linguaggio £ costituito da: parole vuote, A,, 
definite per ogni incrocio v; parole di una lettera, /, definite per ogni percorso 
! di corridoio; e parole a & lettere (percorsi di & corridoi) /,/,...l;...l, ove je A 
e dtl;=d;4, per î= 1, 2, ..., R—1. Si estende l'operazione di inversione a £ 
ponendo (A) =A,, (2,23...4;..d,) =. It. II. 

Allo stesso modo si estendono dt e d- ponendo dtA,=v, e dH1,...1) = 
=0t, e per ce £, dro =dto'. Se dto=d-0, 0 è detta ciclica. 

Si ottiene pertanto in £ un’operazione iriterna di concatenazione non ovunque 
definita: se 0, € 03 sono in £, 010, è in £ se e solo se dto, = d-03. In particolare, 
sec è in £, co' (si è ripiegato completamente il filo o su se stesso) è in £, e ciclica. 

Per il labirinto della figura 15 si hanno le parole A,,, fd, fde'e, fde'c'a, ecc.; 
a'ced'f'fbb'de'c'aè una parola di Tarry e a'ff ced'bb'd'e'c'anonlo è. Il linguaggio £ 
associato al labirinto L è un linguaggio context-free di Chomsky e Schiitzenber- 
ger (si veda l’articolo « Automa» in questa stessa Enciclopedia) poiché è genera- 
to da regole grammaticali formulate indipendentemente da ogni contesto, cioè 
da quanto, in una parola trasformata, è lontano dal punto di trasformazio- 
ne. Infatti, si prenda A come alfabeto terminale, V come alfabeto ausiliario, e si 
dia la scelta delle seguenti regole context-free per ogni vel: vÒ+A,, v+1d3*(), 
per ogni Ze A tale che v=òd-(/) (in particolare /’), con gli incroci v come as- 
siomi di partenza. 

Per il labirinto della figura 14, si vede che è possibile generare con le sue 
regole per esempio la successione di parole: P-fR+fdS-fde'T-fde'eS-fde' e 
di cui l’ultima è del linguaggio £. 

Si può dire che il labirinto L è una grammatica context-free che genera un 
linguaggio contexi-free £: tutti i percorsi possibili del labirinto. 


4.2. Parole nette, parole nulle. 


Sì consideri un labirinto connesso L. Si chiama parola netta una parola del 
suo linguaggio £ tale che ogni lettera del suo bialfabeto 4 abbia una occorrenza 
esattamente (percorso di tutti i corridoi una volta in ogni senso). Risolvere un 
labirinto consiste nel cercarne una parola netta, secondo una regola locale (di 
fatto non context-free), poiché il filo «tratta» nella regola le sue intersezioni col 
suo passato. 


TEOREMA. Una parola netta di labirinto è ciclica. 


Infatti, ogni incrocio di L è tante volte immagine secondo dt quante secon- 
do è delle lettere dell’alfabeto, dunque delle lettere di una parola netta o. Ora 
in c la coppia /,l;,, identifica l’immagine d*7; e l’immagine d-/;,,, da cui la ne- 
cessità di identificare dc e dto per garantire la parità. 

Si chiama parola nulla o di £ una parola tale che possa generare una parola 
vuota À., per applicazione della regola grammaticale cyll'0,-+0,0, per / qualun- 
que. Evidentemente, una parola nulla è ciclica e dto=d-c=%v. 

Una parola nulla è senza nodo: Teseo ritornato dà il suo filo ad Arianna che 
tiene già l’altra estremità del filo; ella tira insieme le due estremità; allora viene 
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tutto il filo, se tutto il flo (parola nulla) svolto da Teseo era effettivamente una 
parola nulla. Altrimenti ha un nodo. In generale una parola di Tarry ha qualche 
nodo in questo senso. Una parola netta nulla del labirinto si chiama soluzione 
di Arianna: essa risolve il labirinto, e si disfa quando la si tira contemporanea- 
mente dalle due estremità. Non è forse in questo modo che si immagina «il 
movimento della gru» da cui deriva la visione del filo? 

In tal modo funziona pure la struttura delle parentesi del linguaggio quoti- 
diano; si apre una parentesi per chiuderla in seguito; e se si apre una parentesi 
2 nella parentesi 1, si chiude 2 prima di chiudere 1; e se si aprono molte paren- 
tesi — in ogni momento della frase ciò è consentito — è conveniente, per chiuder- 
le, chiudere l’ultima parentesi aperta non ancora chiusa. Cosî parlava fra sé e sé 
Teseo, che vedeva in ogni corridoio una parentesi da aprire e da chiudere. La 
parola nulla che ci si attende da lui è una parola parentetica. 


5. La soluzione parentetica di Arianna. 


Si supponga che Teseo si senta in dovere di percorrere il labirinto nella sua 
totalità, cioè ogni corridoio nei due sensi. Ma un filo lungo due volte la somma 
dei corridoi del labirinto è ragionevole da pensare? Un aspo di cinquanta chi- 
lometri di lino per Krokodipolis! E infatti la magia di Arianna trasmette a Teseo 
l’arte di svolgere e riavvolgere: 


a) Teseo, svolgi quando esplori un nuovo corridoio, riavvolgi quando pren- 
di un corridoio di ritirata (cioè una seconda volta nel senso del ritorno); 

b) Teseo, quando batti in ritirata, prendi l’ultimo corridoio esplorato non an- 
cora preso in ritirata (cioè quello per cui si riavvolge); 

c) Teseo, non battere in ritirata per il corridoio di scoperta di un incrocio 
se ti resta ancora in questo incrocio un corridoio da esplorare. 


E Teseo non ha che da svolgere la sua parola (cfr. $ 4), che sarà parola netta 
in virtù di c), che sarà parola nulla in virtà di 6), che sarà costantemente ridotta 
(l'+ A), e finalmente ridotta alla parola vuota — tutto il filo riavvolto — in virtù 
di a) quando Teseo si presenterà vittorioso davanti ad Arianna. 

L’abc di Arianna include la regola di Tarry (cfr. $ 3.2) per il punto c) e, 
benché più rigido di questa, lascia tuttavia una certa libertà. Quando Teseo 
giunge, svolgendo il filo, in un incrocio già conosciuto, può scegliere tra svol- 
gere ancora il filo prendendo un corridoio non ancora esplorato oppure riavvol- 
gerlo. In questo sta appunto la libertà lasciata dalla regola; in questo appaiono 
due Arianne, due generi estremi di parole nette nulle di labirinto. 


5.1. Arianna-folle. 


Si associno l’attrattiva dell’inesplorato, la sete della scoperta, alla follia, e 
il ritorno sui propri passi alla saggezza. Si può dire che questa opposizione fra 
l'esplorazione e la ritirata, fra la proiezione in avanti e il ritorno su di sé, fa 
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parte anche dell’ordine dell’alternativa fra la creazione e l’analisi che si trova 
in ogni individuo. E forse è proprio l’equilibrio che si realizza tra questi due 
termini dell’opposizione — ci sono nel labirinto tanti passi di esplorazione quan- 
ti sono i passi di ritirata, e ciò evidentemente già nel labirinto unicursale — che 
ha sempre tenuto gli psicanalisti lontani dal vocabolo ‘labirinto’. Ecco perché 
forse, povera Arianna, Freud non pronunzia mai il tuo nome! 

Dunque, in caso di scelta, Arianna-folle è quella che preferisce l’esplora- 
zione subito. Allora l’abc può essere ripreso in una breve regola il cui enun- 
ciato piacerà al valoroso Teseo: 


REGOLA DI ARIANNA-FOLLE. Va’ sempre ad esplorare nuovi corridoi svol- 
gendo il filo, e in un incrocio ove non puoi esplorare più nulla, riavvolgi il filo 
nel tuo corridoio. 


Per «tuo corridoio» Arianna intende quello in cui il filo si lascia riavvolgere. 


5.2. Arianna-saggia. 


In caso di scelta, Arianna-saggia preferisce la ritirata. Se c’è scelta, vuol dire 
che l’incrocio considerato era stato precedentemente scoperto e che Teseo vi 
incrocia i suoi stessi passi. La ritirata non compromette nulla, poiché in questo 
incrocio Teseo ritornerà attraverso il corridoio che resta libero per la ritirata. 
Arianna-saggia si ritrova esattamente in Trémaux, i cui consigli molto giudi- 
ziosi proponevano di simulare il percorso in un albero (cfr. $ 2.2), visto che 
è vero che in un albero ogni parola netta è nulla. Allora l’abe di Arianna può 
essere ripreso nel seguente enunciato: 


REGOLA DI ARIANNA-SAGGIA. Va’ per il tuo cammino, e se capiti in un in- 
crocio già scoperto, oppure se non hai più corridoi da esplorare, allora in questi 
due casi, e solo in essi, riavvolgi il filo nel tuo corridoio. 


È possibile risolvere il labirinto scegliendo a ogni incrocio sia Arianna-sag- 
gia sia Arianna-folle; in tal modo appaiono tutte le regole possibili per le pa- 
role nette nulle di labirinto. Ma la classe particolare delle parole di Arianna- 
folle ha le sue proprietà e la classe delle parole di Arianna-saggia ne ha altre. 


6. Il labirinto è l'algoritmo miope. 


Guai a te Teseo se rompi il filo, tu perderesti le tracce! È ciò che accadde 
a Pollicino quando segnò il suo cammino con grani di semola invece che con 
cenere (leggenda popolare), con delle briciole di pane invece che con dei sasso- 
lini (racconti di Perrault). E pensa che questo filo non è semplicemente una 
garanzia di ritorno diretto verso l'uscita, ma uno strumento per avanzare. Con- 
viene inoltre aggiungere, al filo esploratore, un segno per distinguere un corri- 
doio percorso due volte da uno non esplorato, poiché entrambi sono privi di filo. 


Labirinto i 26 


6.1. L'economia delle tracce. 


Per misurare le tracce necessarie al viaggiatore, la cosa migliore resta anco- 
ra quella di sopprimere il filo e di tracciare in ogni incrocio tutte le tracce ne- 
cessarie; infatti proprio in ogni incidenza di corridoio occorre disporre dei segni. 

La regola di Tarry ha bisogno di tre segni per i corridoi incidenti ad ogni 
incrocio: il segno del corridoio non esplorato (o assenza di segno), il segno del 
corridoio esplorato, il segno del corridoio di scoperta. 

La regola di Arianna-saggia ha bisogno degli stessi tre segni. Quanto alla 
regola di Arianna-folle, il riavvolgimento pone delle difficoltà: dei segni sono 
necessari per indicare in un incrocio da quale corridoio a quale altro passa il 
filo al fine di riavvolgere in seguito appropriatamente; di qui la necessità dovuta 
all’incidenza dei corridoi, di d segni se l'incrocio è incidente a d corridoi; dove 
ogni segno designa un corridoio, il segno dell'incrocio stesso è riservato per 
indicare «corridoio di scoperta», il segno di un altro corridoio può notare «da 
dove viene il filo»; infine è ancora necessario un segno supplementare per in- 
dicare «corridoio non esplorato ». ; 

Quello che si è sollevato è un problema di teoria dell’informazione combi- 
natoria: poiché Arianna-folle si esprime con d+1 segni (cioè cinque in un qua- 
drivio) mentre Arianna-saggia si esprime con tre segni soltanto, ciò significa 
forse che quest’ultima costruisce delle parole meno ricche di proprietà di quan- 
to faccia la prima? Campo di ricerca inesplorato sulla forza del numero dei se- 
gni: si sbocca in tal modo in un altro «labirinto ». 


6.2. Problemi labirintici. 


Le parole di Tarry e di Arianna comportano dei risultati come sottoprodot- 
ti. Se ne citano tre, che mettono in luce il fatto che il cammino labirintico è 
nello stesso tempo un modo di analisi dei grafi con calcolo miope e una ricerca- 
evasione. A prima vista i corridoi di scoperta di ogni parola di T'arry di un grafo, 
costituiscono un albero del grafo; se li si orienta nella direzione dell'incrocio 
scoperto, l'albero diventa un’arborescenza orientata a partire dall’incrocio di 
partenza, cosî come una rete di distribuzione di gas di città si dispiega a parti- 
re da un impianto a gas. Si consideri ora una parola di Trémaux (Arianna-sag- 
gia) in un grafo senza istmi, allora l’orientamento di ogni corridoio nel senso 
del percorso di esplorazione (opposto a quello del percorso di ritirata) costi- 
tuisce una «circolazione», cioè un orientamento che permette di viaggiare da 
ogni incrocio a ogni altro rispettando il «senso» dei corridoi; in tal modo pos- 
sono essere fissati i sensi unici di una città. Si consideri infine una parola di 
Arianna-folle in un grafo ove ogni incrocio è incidente a un numero pari di cor- 
ridoi. Le lettere di ritirata, considerate sole e nel loro ordine di apparizione, co- 
stituiscono un cammino ciclico che percorre ogni corridoio esattamente una vol- 
ta (risoluzione del problema di Eulero dei «ponti di Kénigsberg »: si veda l’ar- 
ticolo «Combinatoria » in questa stessa Enciclopedia). 
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Si potrebbe forse domandare a Teseo di percorrere il labirinto attraversan- 
do ogni incrocio esattamente una volta? Certamente no. Anche se il labirinto 
si prestasse a tale cammino (e si dice allora che il suo grafo è «hamiltoniano» 
© cosf pure il cammino stesso), Teseo di primo acchito non vi riuscirebbe sen- 
altro. Si potrebbe domandargli di analizzare se il labirinto è hamiltoniano ma 
questo gli costerebbe numerose andate e ritorni. I problemi hamiltoniani de- 
rivano dalla pianta e dalle considerazioni globali più che da quelle locali. No- 
nostante ciò uno di questi problemi, e fra i più celebri, sembra risolto in modo 
miope. Si tratta del movimento del cavallo sulla scacchiera, studiato da Eulero: 
il cavallo deve essere spostato secondo la sua regola e in modo tale che nel suo 
movimento esso passi una e una sola volta per ognuna delle caselle della scac- 
chiera. Si vede bene il labirinto del cavallo: gli incroci corrispondono alle ca- 
selle e i corridoi agli otto salti (possibili entro i bordi) che il cavallo può fare a 
partire da una casella. Il percorso hamiltoniano del cavallo è stato trattato da 
numerosi matematici come un problema globale. Tuttavia la regola seguente 
genera in modo sperimentale delle soluzioni: 


REGOLA. Collocare ogni volta il cavallo nella casella da cui domina il più 
piccolo numero di caselle non ancora visitate. 


La teoria non ha giustificato ancora questa regola; e perciò non si ha la 
garanzia che la regola funzioni per le scacchiere di tutte le misure. Ma è inte- 
ressante osservare che la regola appena data rende il problema, per la scacchie- 
ra ordinaria, un problema labirintico; la regola enunciata è infatti miope: essa 
utilizza l'informazione locale di un incrocio e di tutti i suoi incroci adiacenti; 
miopia in modo certamente meno stretto di quella delle parole di Tarry, che 
si limitano, da parte loro, all’informazione di un incrocio. 

Emerge una classe generale di « problemi labirintici ». Si tratta dei problemi 
di rete risolubili con miopia. Per formalizzare questo modo di calcolo conviene 
definire teoricamente un algoritmo miope. Per questo si colloca in ogni inero- 
cio un automa finito che assume degli stati e che comunica con le sue zampe 
(corridoi) con gli automi (incroci) vicini. Ecco che cosa rimane di Teseo, meta- 
forizzato in una pluralità di automi-incroci (fig. 16) che si scambiano dei se- 
gnali e che mettono in pratica la regola di Tarry o le regole di Arianna o altre 
ancora. Una rete dotata cosi in ogni punto di mezzi di calcolo — che conviene 
minimizzare per un problema dato — è un sistema acentrato. Ben lontani sono 
ormai il Minotauro, o la casella del Tesoro, o il centro magnetico o mistico 
(che non si sentiva nel dedalo — degli spiriti volgari hanno detto che si sentiva il 
puzzo del Minotauro da molto lontano!) Il labirinto è la problematica dello 
scambio locale dei segnali che sono sufficienti a dare coerenza a un tutto. Si è 
trascinati verso le forme naturali acentrate, i rizomi [Deleuze e Guattari 1976], 
il sistema nervoso centrale, i formicai e le società umane spontanee. 


Figura 16. 


Società reticolata e acentrata. 
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7. Conclusione. 


Il labirinto è risolto, la metafora resta intatta. Si può dire che si è forzata 
la metafora del labirinto in un senso ristretto, facendole sostenere una costru- 
zione ricca di concetti matematici attualmente in sviluppo; si può dire ancora 
che si è fatto ben poco per sciogliere le contraddizioni della mitologia, delle 
sue analisi e dei suoi molteplici recuperi nel corso dei secoli; si può dire infine 
che si è disprezzata tutta la potenza simbolica e magica del labirinto. Per questo 
occorrerà ritornare sull’inesauribile mito. Di quest’ultimo si erano presi in con- 
siderazione soltanto tre tratti caratteristici: il richiamo all’esplorazione, il per- 
corso miope, la u.îig che il viaggiatore esercita per sfuggire a infinite deambu- 
lazioni. Ascoltando il mito appariranno altri tratti che in altre epoche saranno 
in risonanza con problematiche nascenti e ancora mal formulate e per le quali 
la metafora del labirinto costituirà di nuovo una specie di trampolino di lancio 
per la teoria. Dedalo adora tornare alla ribalta. S’immagini per esempio — se 
può avere un senso abbandonarsi a una tale prospettiva — che ci si interessi un 
giorno ai modi in cui il filosofo «erra» in mezzo agli errori; 0 ancora all’aspetto 
dell’antinomia fra cammino annodato (la tessitura) e cammino snodato (la dan- 
za yEpavoc); 0 ancora all’aspetto dell’illusione geometrica (le simmetrie di Cail- 
lois) che è generata dalla furberia di Dedalo per confondere i tentativi di ap- 
prendimento dei «cartofili»; o ancora all'aspetto di suspense; o all’aspetto del- 
l'originalità garantita dai cammini individuali che sono numerosi quanto i pos- 
sibili viaggiatori dello stesso labirinto, dello stesso universo; ecc. La teoria tor- 
na ad attingere a buone fonti i temi antropomorfici, per poi astrarli. La teoria 
recupera costantemente. Il labirinto è una buona fonte. 

Tutte le problematiche evocate sopra restano nell’ordine di una prasseologia 
razionale: fissato un obiettivo, si discute del modo di raggiungerlo. La metafora 
del labirinto evoca al contrario, per alcuni, la situazione inestricabile, l’aporia 
dei significati multipli contro cui cozzano spiriti diversi, ciascuno dei quali si 
rivela nel suo modo di interrogare, di agire o di non agire. I due prigionieri di 
Alexandre Dumas, interpretati dallo spirito labirintico di Italo Calvino, rinchiu- 
si nella fortezza di If, offrono come esempio due tipi di spirito: Pabate Faria 
scava gallerie come una talpa, sbocca in altre celle di prigionieri, a più riprese, 
tenta tutte le direzioni, tutte le possibilità: egli smonta la fortezza pezzo per pez- 
zo, convinto che il risultato debba essere l’evasione: credulo, attivista, egli non 
smette di agire! Edmond Dantès, detenuto con lui, resta invece immobile, pen- 
sando di vedere lontano grazie all’attività del suo spirito; egli suppone che la 
fortezza sia perfetta; dai rumori della zappa di Faria e dai passi dei guardiani 
egli deduce le caratteristiche dello spazio attorno a lui, rimonta la fortezza con- 
getturando che sia semplice e senza pecche, poi mette la fortezza che ha pensato 
alla prova della fortezza vera; cerca invano l’errore e deve rinviare qualunque 
illusione di evadere a un’algebra degli itinerari tra il «dentro» e il «fuori» e a 
un'incursione nel suo intimo; si compiace nell’elaborazione di teorie delle ar- 
chitetture perfette, nelle quali non sono escluse dilatazioni e contrazioni con- 
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tinue dello spazio carceriale universale; teorico, sognatore, egli non smette di 
pensare! 

Il labirinto, in questo tipo di racconto, presenta l’uomo di fronte al suo mi- 
stero. E questo incontro faccia a faccia non vale più di qualunque conclusione? 
È proprio quello che pensava Dunraven, il poeta londinese esperto in romanzi 
polizieschi, mentre ascoltava dal suo amico Unwin, matematico, una spiegazio- 
ne molto lineare del triplo crimine del labirinto di Cornwall, fatto costruire dal 
re Abenjacàn il Bojart; il poeta, dunque, pensava per l’appunto che «la soluzio- 
ne del mistero è sempre inferiore al mistero. Questo partecipa del soprannatu- 
rale e finanche del divino; la soluzione, del gioco di prestigio» [Borges 1952, 
trad. it. p. 176]. [P. R.]. 


Borges, J. L. 
1952 El Aleph, Editorial Losada, Buenos Aires 1952? (trad. it. Feltrinelli, Milano 1959). 
Deleuze, G., e Guattari, F. 
1976 Rhizome, Minuit, Paris (trad. it. Pratiche Editrice, Parma 1977). 
Detienne, M., e Vernant, J.-P. 
1974 Les Ruses de l’intelligence. La « métis » des Grecs, Flammarion, Paris (trad. it. Laterza, 
Bari 1978). 
Frontisi-Ducroux, F. 
1975 Dédale. Mythologie de l’artisan en Grèce ancienne, Maspero, Paris. 


Il labirinto rappresenta l’essenza dei sistemi reticolari acentrati (cfr. centrato/acen- 
trato, rete, sistema) nei quali ogni decisione viene presa localmente. Il problema al- 
lora è quello di capire in che misura un «viaggiatore» interno al labirinto, dotato solo 
di percezione locale, sia capace di un’azione globale che gli eviti infiniti percorsi (cfr. 
locale/globale, calcolo, algoritmo, automa). 

‘Dal punto di vista esterno dell’«architetto » del labirinto è possibile una classifica- 
zione secondo i metodi della topologia combinatoria (cfr. geometria e topologia). In 
generale dal punto di vista formale «risolvere» il labirinto significa esplorarlo tutto e 
ritrovarsi al punto di partenza. A. ciò ben si adattano i metodi combinatori della teoria 
dei grafi e delle reti (cfr. combinatoria, grafo, ma anche grammatica, per il fatto 
che ad ogni labirinto è possibile associare una grammatica generativa del tipo context- 
free). 

Ma, risolto il labirinto, rimane la metafora (cfr. metafora/metonimia) per cui ogni 
persona tende a misurare il proprio progresso con l’avanzamento in qualche labirinto; 
rimangono cosi le contraddizioni e le simbolizzazioni della mitologia, rimane intatta la 
potenza magica del labirinto (cfr. immagine, magia, mito/rito, simbolo). 
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La nostra epoca sarà segnata dal «fenomeno rete». Come ogni fenomeno 
morfologico profondo, a carattere universale, il fenomeno rete appartiene non 
soltanto alla scienza ma anche alla vita sociale. Ciascuno di noi si sposta in reti, 
infatti ogni rete corrisponde a un certo tipo di comunicazione, di frequentazio- 
ne, di associazione simbolica. Quando nel futuro si elencheranno le astrazioni 
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Rete di limitrofia dei dipartimenti francesi. 
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Il problema del percorso del cavallo. Da duemila anni vengono collezionate le manie- 
re più eleganti di spostare un cavallo sulla scacchiera in modo tale che esso visiti esatta- 
mente una volta ciascuna delle 64 caselle. Il percorso è detto chiuso se il cavallo, alla fine 
dell’itinerario, rientra alla casella di partenza con un salto. 

a) Eulero impone al cavallo di percorrere di seguito due metà rettangolari della scac- 
chiera. 5) S'impone al cavallo di percorrere di seguito due metà connesse simmetriche 
l’una all’altra della scacchiera. c) Si ricercano i doppi salti in linea retta; ma senza triplo 
salto in linea retta; se ne posson fare dieci in percorso chiuso e dodici in percorso aperto. 
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che hanno maggiormente segnato nel corso di questa seconda metà del secolo la 
mente umana, si avrà sicuramente la « cifra logica » (la scelta binaria, o il foro nel- 
la scheda che si combina con altri fori), ma anche, quasi altrettanto importante 
di quella, si avrà l’oggetto «rete». 

Si tratta di un oggetto topologico. Da sempre si sanno leggere carte geogra- 
fiche che, cariche di convenzioni, offrono una grande ricchezza di dettagli lungo 
il tragitto percorso. ’l'uttavia l’uomo-rete risparmia i dettagli inutili, egli non 
prende in considerazione che alcune connessioni, la rete delle connessioni utili 
al suo problema; egli gioca con le alternative di cammino, con la commutazione, 
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Circuito logico. I rettangoli posti all’interno oppure alla periferia costituiscono i nodi; 
le linee arborescenti, o equipotenziali, costituiscono i collegamenti della rete. 
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c) il grafo di Petersen. 
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come dicono i telefonisti. E può ignorare tranquillamente che un volo Parigi- 
Algeri sorvola il Mediterraneo. 

Una rete è costituita prima di tutto da nodi, che sono oggetti qualunque: 
luoghi, memorie, centri di smistamento o di corrispondenza, macchine per l’in- 
formazione; poi collegamenti a due a due: un collegamento è incidente a due 
nodi, e a seconda dei casi è orientato o meno da un nodo all’altro. Ai nodi e ai 
collegamenti sono, secondo i casi, associate delle variabili: lunghezza, somiglian- 
za, durata, capacità, costo, perdita, moltiplicatore, per quel che riguarda i colle- 
gamenti; stato, potenziale, carica, data, per quel che riguarda i nodi. Infine per 
ogni tipo di rete leggi specifiche collegano le variabili di ogni nodo e dei collega- 
menti che gli sono incidenti. 

Se due nodi non hanno un collegamento incidente comune possono tuttavia 
essere dipendenti per il tramite di altri nodi. La rete è lo schema tipico le cui tra- 
sformazioni d’insieme sono descritte da trasformazioni locali (si veda l’articolo 
«Locale/globale » in questa stessa Enciclopedia). 

La figura 1 è la rete di limitrofia dei dipartimenti francesi. Avendo ogni di- 
partimento il più delle volte sei vicini (il che non deve stupire in una suddivisio- 
ne del piano), la rete pavimenta il piano come gli alveari di cera delle api, con 
delle irregolarità che meritano attenzione. 

La figura 2 tratta della rete del cavallo degli scacchi: i nodi sono le 64 caselle 
e i collegamenti non tracciati sono i salti fatti dal cavallo che si conoscono. Salvo 
l’effetto al margine, ogni nodo è incidente a otto collegamenti. È un problema 
molto antico quello di far circolare il cavallo in tutte le caselle della scacchiera 
senza ripassare due volte per la stessa. Questo problema evoca i problemi di di- 
stribuzione delle merci. 

La figura 3 è un circuito logico stampato. I nodi sono scatole rettangolari i 
cui terminali sono negli stati o oppure 1. Ogni scatola o componente ha delle en- 
trate e delle uscite. Per un dato stato delle entrate, lo stato delle uscite è determi- 
nato dalla natura del componente. Quando un’uscita deve imporre il proprio sta- 
to ad alcune entrate di altri componenti, una connessione equipotenziale parte 
da quella verso ciascuna di queste o più semplicemente un albero-connessione, 
generato dall’uscita, congiunge le entrate considerate secondo un tracciato di li- 
nee a due direzioni il più possibile economico. Il problema classico è quello di 
tracciare tutti gli alberi-connessioni metallizzati tenendo le linee a una distanza 
assegnata. Linee perpendicolari si possono incrociare usando un tracciato di 
connessioni metallizzate sulle due facce del supporto. Un altro problema, quello 
del montaggio, consiste nel posizionare i componenti sul supporto in modo da 
assicurare il migliore impilamento del circuito stampato (soltanto le posizioni 
delle file sono imposte, e come è ovvio i nodi periferici). 

I tre esempi qui citati corrispondono a reti concrete, visibili. Tuttavia le reti 
più frequenti sono quelle astratte, che rappresentano un’organizzazione retico- 
lare di nodi. 

La figura 4a rappresenta le reazioni possibili su un corpo chimico costituito da 
cinque radicali R,, R., R,, R., R; collegati a due atomi di carbonio vicini, di cui 
uno ha carica positiva, che, come i radicali, può spostarsi da un atomo all’altro. Si 
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Rete delle commutazioni di cinque lettere. 
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codifica il corpo ottenuto dando nell’ordine crescente i due indici dei radicali 
collegati all’atomo di carbonio che porta la carica positiva, marcati con una barra 
nel caso in cui quest’atomo sia quello di destra. Si ottiene una rete di reazioni in- 
dicata nei due modi della figura 4b, chiamata anche grafo di Desargues-Levi. 
Ogni collegamento della rete rappresenta una reazione chimicamente possibile 
nell’uno o nell’altro senso. Nel caso in cui i due atomi di carbonio siano indiscer- 
nibili, cioè nel caso di assenza di marca isotopica che li distingua, la nozione di 
«destra » non ha significato, né la barra del codice. La rete di reazioni diventa al- 
lora quella indicata nei due modi della figura 4c, che altro non è che il grafo di 
Petersen. 

La figura 5 rappresenta la rete delle commutazioni di una sequenza di cinque 
lettere A, B, c, D, E. Una commutazione consiste nello scambio di due lettere vi- 
cine della sequenza. Il senso dello scambio che si oppone all’ordine alfabetico 
definisce un orientamento del collegamento che sulla figura corrisponde al senso 
«verso il basso ». Questo tipo di rete è utilizzato nei problemi di scrutinio e per le 
decisioni collettive in generale. 

La figura 6 rappresenta una rete di trasformazioni orientate, definita da due 
tipi di regole: 

1) Regola locale: da ogni nodo parte un collegamento orientato a linea mar- 

cata chiamato operatore f e un collegamento orientato a linea sottile chia- 
mato operatore x. In ogni nodo arrivano un collegamento orientato a li- 
nea marcata chiamato operatore p_! per il nodo considerato, e un collega- 
mento orientato a linea sottile chiamato operatore x-* per il nodo conside- 
rato. Ne segue che un nodo si trasforma in un altro nodo lungo un cammi- 
no, vale a dire componendo a destra il nodo di partenza tante volte quante 
si vuole con gli operatori p, p!, x, x-*. Ne deriva che p_1p, pp, xx, xx! 
consistono nel non muoversi. Si scrive per esempio p_ip=1 (operatore 
neutro). 

2) Regola globale: si pone inoltre p?=1 e pxp-1= x?, e ciò significa che il 
cammino che parte da un nodo non conduce a nodi sempre nuovi. Infatti 
si calcola facilmente che x4=?xp, poi x8= x, da cui x° =1. La rete non ha 
in effetti che 21 nodi distinti. Se uno di essi è etichettato con « I » una eti- 
chetta per ciascuno degli altri viene dedotta immediatamente lungo i cam- 
mini uscenti dal nodo 1. Le etichette equivalenti abbondano. Il problema 
di rete cosi rappresentato è quello della descrizione del gruppo d’ordine 
21 con due generatori f e x, definito da f3=1 e pxp_1= x, la cui rete è il 
grafo di Cayley. 


Questi pochi esempi introduttivi valorizzano il fatto che in ogni rete c'è un 
grafo orientato o non orientato. Ecco perché ogni teoria particolare delle reti 
cercherà i suoi teoremi topologici fondamentali nella teoria generale dei grafi (per 
cui si veda l’articolo « Grafo » in questa stessa Enciclopedia): Un numero sempre 
maggiore di settori della matematica, della fisica, della biologia e del management, 
che generano reti con regole di funzionamento particolari, derivano dalla teoria 
dei grafi le definizioni combinatorie elementari (catene, cicli, cocicli, alberi, ecc.), 
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—>— Operatore p 
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Figura 6. 


Rete di Cayley del gruppo p8= 1, pxp71=x?, 


e vi attingono i teoremi di topologia combinatoria utili. Epistemologicamente 
questa unificazione che sta per essere attuata può avere un’incidenza sociale non 
trascurabile nella misura in cui la teoria unificatrice valorizza tutta la libertà del 
soggetto: infatti in un contesto particolare, come ad esempio nella concezione del 
progetto di case o di città, costrizioni arbitrarie (di segregazione, di organizza- 
zione arborescente, per esempio) possono essere nascoste in linguaggi tecnologi- 
ci 0 tecnocratici oscuri. È questo aspetto unificatore che verrà illustrato in segui- 
to, poiché è promettente anche di un interesse più universale che non gli svilup- 
pi sul funzionamento di reti particolari quali le classicissime reti elettriche che ne 
costituiscono la classe più antica. E ancora, le reti elettriche e le reti elettroniche 
derivano certo dalla teoria dei grafi risultati sugli alberi, sulla connessione forte, 
ecc., ma ciascuna delle due teorie ha anche gli sviluppi molto specifici di una 
tecnologia. 


1. Le teorie delle reti. 


È necessario enumerare le teorie delle reti che, al pari di quelle delle reti elet- 
triche, possiedono delle regole di funzionamento molto specifiche, studiate ne- 
cessariamente in modo separato. 

a) Reti di strutture architetturali rigide. Sono costruite nello spazio a tre di- 
mensioni. I problemi aperti abbondano con l’invenzione di nuovi materiali di 
collegamento (rivista « T'opologie Structurale » della Ecole d’architecture de l'U- 
niversité de Montréal). Crapo divide gli ostacoli alla rigidità in due classi: gli 
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ostacoli che derivano dalla topologia di rete (ed egli congiunge in tal caso la teo- 
ria unificatrice dei grafi e delle geometrie combinatorie) e gli ostacoli che deriva- 
no dalla geometria proiettiva (geometria spaziale senza angoli, parallelismo e di- 
stanze). 

b) Reti di trasporto. Un tipo di merce unica circola nella rete, ed ogni col- 
legamento ha in ogni direzione una portata massima, o capacità (se si conside- 
ra per semplificare una sola operazione di collegamento). Ogni nodo ha inizial- 
mente un’eccedenza o una mancanza di merce fissata, il totale delle eccedenze 
corrispondendo al totale delle mancanze. La circolazione della merce deve sod- 
disfare le mancanze grazie alle eccedenze. La regola locale è l'equazione di equi- 
librio di Kirchhoff. 

c) Reti di commutazione di messaggi. Generalizzano le reti di trasporto nel 
senso che ogni unità di merce (chiamata messaggio) è ora distinta dalle altre, col 
suo nodo di partenza e il suo nodo di arrivo. I messaggi che derivano da uno 
stesso collegamento sono in competizione rispetto alla capacità del collegamento. 
La commutazione consiste nell’instradare un messaggio al suo punto di arrivo 
attraverso una via libera, se ve ne è una. 

d) Reti di file d’attesa. Sono reti di comunicazione di messaggi o di cammino 
di veicoli, che comportano in ogni nodo una stazione di servizio dove gli oggetti 
instradati subiscono un trattamento di durata determinata o aleatoria in seguito 
alla quale sono spediti secondo la loro natura su uno dei collegamenti uscenti. 
Un tale servizio genera una fila di attesa di lunghezza aleatoria. Una situazione 
di questo tipo si presenta in telefonia, quando un canale di grande capacità si ra- 
mifica in piccoli canali con distribuzione di capacità debole. Ci s’interessa allo 
studio probabilistico del tempo di passaggio di un oggetto da un nodo di rete a 
un altro. Se si tratta di una parte di una banca di dati comunicata tra due ordina- 
tori di una rete, converrà rimetterla presto al suo posto nella banca di arrivo. Il 
problema della sincronizzazione è particolarmente cruciale nella telefonia per 
pacchetti di voce digitalizzata, in cui sillabe differenti di una stessa frase, dopo 
aver seguito instradamenti diversi, devono essere ricollegate nel loro buon or- 
dine. i 

e) Reti elettroniche logiche (o digitali). Già se n'è data un’idea nella figura 3. 
I componenti elementari sono del tipo molto elementare di «e» oppure «0» lo- 
gici, o ancora di giganteschi microprocessori. Grazie ai progressi della fabbrica- 
zione quasi automatica dei circuiti integrati nei cristalli di silicio attraverso pro- 
cedimenti a mascherine, infiltrazione di gas e cottura, c'è la tendenza a integrare 
componenti sempre più grandi. Inoltre i componenti identici sono spesso rag- 
gruppati sullo stesso cristallo. Una rete logica diviene allora un cablaggio ade- 
guato di equipotenziali in albero tra i terminali di contenitori diversi di compo- 
nenti identici disposti in un supporto. A tutti i livelli il funzionamento è lo stes- 
so: entrate messe allo stato o oppure I implicano lo stato o oppure 1 delle uscite 
secondo una legge determinata. Beninteso, a un livello elettronico più fine si ha 
cura del termine di installazione dei terminali di arrivo nel loro nuovo stato, ma 
ciò non fa parte della logica di funzionamento della rete. 

f) Reti di automi. Si tratta di microprocessori o di automi astratti identici (i 
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nodi della rete) che hanno le loro entrate (i collegamenti della rete) le une sulle 
altre. I nodi sono sincronici: cambiano di stato nello stesso tempo. La rete di au- 
tomi è dunque un modello di calcoli paralleli. 

Se la topologia della rete è arbitraria, si tratta di un sistema acentrato (cfr. 
l’articolo «Centrato/acentrato » in questa stessa Enciclopedia) che cerca risultati, 
su se stesso per esempio, con una potenza di calcolo e una memoria limitata a 


ogni nodo, ma con un numero di nodi di calcolo che può essere molto grande. ‘ 


Se la topologia della rete è regolare, si parla di tessalazione o di « macchina cellu- 
lare», o ancora di «sistema omogeneo». È con l’aiuto di una rete d’automi che 
Neumann ha provato l’esistenza di macchine «auto-riproducentisi». 

Le reti seguenti sono relazionali, senza esistenza tecnologica. 

£) Reti di Markov. Rete dai collegamenti orientati, ogni nodo della quale è 
chiamato stato del sistema S. I collegamenti generati da uno stesso nodo sono 
pesati prendendo come unità la somma dei loro pesi. La marca unica $S si sposta 
nella rete di nodo in nodo lasciando ogni nodo attraverso un collegamento di 
uscita sorteggiato secondo la ripartizione dei pesi tra tutti i collegamenti di usci- 
ta del nodo. Il futuro del cammino di S è evidentemente indipendente dal cam- 
mino passato: si dice che il processo di evoluzione del sistema .S è senza memo- 
ria. La marca S può finire in un nodo, o andare su e giù in modo stazionario tra 
parecchi nodi. 

h) Diagrammi di flusso o flow chart. L'esecuzione di ogni algoritmo fa inter- 
venire un diagramma di flusso. I nodi sono sia delle istruzioni che contribuisco- 
no al calcolo C (e il loro collegamento di uscita è allora unico), sia test che orien- 
tano il calcolo C verso uno dei due collegamenti di uscita secondo lo stato del 
calcolo C. La marca unica C' si sposta nella rete. I diagrammi di flusso sono dei 
modelli per lo studio della programmazione dei calcolatori, quali la segmenta- 
zione, l’ottimizzazione, la previsione del tempo di esecuzione, la localizzazione 
degli errori. 


Di Da 


Ps De 
a) 5) 
Figura 7. 


Rete di Petri. a) Un primo stato della rete con tre gettoni; d) stato seguente con quat- 
tro gettoni dopo esecuzione della trasformazione {,. 


1037 Rete 


i) Reti di Petri. Rete a due tipi di nodo: i nodi chiamati « posti» (i tondi del- 
la figura 7), che contengono oppure non conterigono un gettone (disco nero), cioè 
di fatto delle memorie a due stati; e i nodi chiamati «trasformazioni » (i segmenti 
t; sulla figura), che sono suscettibili di modificare lo stato dei posti. I collega- 
menti sono orientati e situati sia da un posto verso una trasformazione, sia da una 
trasformazione verso un posto. La regola di funzionamento di una rete di Petri 
è la seguente: una trasformazione t; è suscettibile di operare quando tutti i col- 
legamenti che vi fanno capo sono generati da posti che contengono ciascuno un 
gettone, e la trasformazione consiste nel sopprimere i gettoni considerati e nel 
situare (se non vi è già) un gettone in ogni posto ove confluisce un collegamento 
generato dalla trasformazione #; (cfr. fig. 7). Si conviene che due trasformazioni 
possibili non operino nello stesso tempo e dunque che possa esservi conflitto, 
nella misura in cui Pesecuzione di una trasformazione può renderne un’altra im- 
possibile grazie al gioco di cancellazione di gettoni necessari comuni. È in que- 
sto senso che una rete di Petri è un modello dei sistemi a trasformazioni multi- 
ple asincrone e parallele. 

Una generalizzazione immediata consiste nell’autorizzare in ogni posto un 
numero qualunque non negativo di gettoni. Una trasformazione è allora auto- 
rizzata dal momento che ciascun posto che la precede nel collegamento può con- 
tribuirvi attraverso un gettone, e il suo risultato è quello di aggiungere un getto- 
ne a ciascun posto che segue la trasformazione nella rete. 

‘Un’altra generalizzazione, chiamata «rete coordinata», aggiunge i vincoli se- 
guenti: per una famiglia di sottoinsiemi disgiunti dei posti della rete, due posti 
dello stesso sottoinsieme non possono avere nello stesso tempo un numero non 
nullo di gettoni. Le reti di Petri si sono rivelate utili per la costruzione di opera- 
tori logici, di sistemi operativi di calcolatori e per la gestione di reti di calcolatori. 

j) Reti di transfert, o di flusso, o flow graph. Si tratta della rappresentazione 
di un sistema di equazioni lineari omogenee, con un numero di variabili supe- 
riore o uguale al numero di equazioni. Ogni nodo j della rete rappresenta una va- 
riabile x;. L'equazione x;=) @,x; è rappresentata da collegamenti / da j a ?, che 

] 


portano la costante @,. Questa rete, con le sue proprietà topologiche, può per- 
mettere di semplificare lo studio del sistema lineare. È questo il caso della for- 
malizzazione del sistema di scambi economici interregionali e interindustriali, 
come ha mostrato Ponsard in riferimento ad alcune analisi di tipo Leontief. 

k) Reti di potenziali. Ogni nodo : della rete rappresenta una variabile x, 0 po- 
tenziale. Ogni collegamento orientato (i, j) della rete a cui è associata la costante 
a;; rappresenta la disuguaglianza x;—x;2a;;. La rete è utilizzata nella discussio- 
ne di grandi sistemi di disuguaglianze del tipo prima descritto. I circuiti vi svol- 
gono un ruolo privilegiato. È essenzialmente nell’ambito della programmazione 
dei compiti che si è sviluppata la teoria delle reti di potenziali. 


Si tenterà nel seguito, con intento unificatore, di trattare argomenti che ri- 
guardano tutte le teorie delle reti. Di fatto si tratta di argomenti non trattati nel- 
l’articolo di questa stessa Enciclopedia sulla teoria dei grafi. Gli argomenti trattati 
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sono: segmentazione, centralità e scheletro, strozzature, caratterizzazione e sin- 
tesi di reti, 

La maggior parte degli esempi sarà derivata dalle scienze sociali che fin qui 
sono state appunto ricordate come grandi fruitrici di reti. In effetti le reti delle 
scienze sociali sono sufficientemente semplici o generali per potervi applicare 
teorie e algoritmi classici. Esse hanno raramente un funzionamento specifico che 
generi una teoria particolare, al contrario delle reti che sono state descritte fino 
a questo punto. È tuttavia del tutto plausibile affermare che le analisi di rete ren- 
dono ormai dei servizi sempre più importanti alle scienze sociali. A tal punto che 
una nuova rivista scientifica ha preso il nome di «Social Networks». 


2. Segmentazione di reti. 


La segmentazione di una rete consiste nel ripartire i suoi nodi in un certo 
numero di classi, per esempio aventi numero di nodi circa uguale, e nell’interes- 
sarsi sotto differenti punti di vista ai due tipi di collegamento: collegamenti in- 
traclassi, collegamenti interclassi. 

Un caso estremo è quello dell’accoppiamento dei transistor di uno stesso lot- 
to di fabbricazione. Un transistor è caratterizzato da cinque variabili fisse con un 
certo margine di tolleranza. Per ragioni tecniche dovute alla loro utilizzazione, 
si raggruppano i transistor a due a due, due transistor di uno stesso paio devono 
essere vicini in riferimento alle cinque variabili. Si definisce una soglia al di sotto 
della quale deve essere situata la somma dei quadrati delle differenze di varia- 
bili di due transistor raffrontati, perché essi siano dichiarati vicini e dunque su- 
scettibili di essere accoppiati. Nella rete di intorni cosi definita, restano da stabi- 
lire classi di due transistor vicini, in modo tale da costituire il massimo di classi. 
Si tratta di un problema classico, detto di accoppiamento. 

Nella programmazione ci si preoccupa di suddividere un diagramma di flus- 
so in pagine; i nodi hanno dei pesi che traducono il loro ingombro, i collegamen- 
ti hanno dei pesi che traducono il loro tasso d’uso. Si cerca una partizione dei 
nodi del diagramma di flusso in modo che ogni classe abbia in totale un peso in- 
feriore a una soglia fissata dalla pagina, minimizzando il totale dei pesi dei colle- 
gamenti interpagine. 

Nell’impianto di circuiti logici su una carta (cfr. fig. 3) occorre raggruppare 
i contenitori in file, e poiché i collegamenti tra file sono i più ingombranti, si ri- 
trova un problema analogo. Per mettere in ordine le file si può procedere a seg- 
mentazioni in due classi, che si ripetono fino a raggiungere la dimensione ade- 
guata di una fila. 

Le linee intraclassi sono incidenti alle scatole di una stessa fila. In tal caso 
si può ottimizzare scegliendo il migliore ordine totale delle scatole nella stessa 
fila: si ricerca l’ordine che minimizza la «larghezza» della rete-fila nel senso 
seguente. Si chiama larghezza di una rete i cui x nodi sono ordinati da 1 a # il 
più grande numero di collegamenti delle 1—1 classi seguenti di collegamento: i 
collegamenti che hanno un’incidenza esattamente col nodo 1, i collegamenti 
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che hanno un’incidenza esattamente coi nodi 1, ..., 7 e cosî via peri=2,.., 2-1. 

Un problema elementare di fisiologia consiste nello studiare se una popola- 
zione, a proposito della quale si hanno delle informazioni, riguardo alla parente- 
la, del tipo «a e dè hanno generato insieme un figlio », sia segmentabile in due ses- 
si, nel senso per cui un figlio sarà sempre generato da un membro di ciascuno 
dei due sessi. Si consideri allora la rete di accoppiamento dove a e è sono con- 
giunti da un collegamento se essi hanno generato un figlio. Risulta molto sem- 


EV VIT 


; da 
BK > AH 


Figura 8. 


Rete di commutazione a quattro tappe regolari, in cui l’algoritmo di instradamento 
verso un nodo di uscita è indipendente dal nodo di entrata scelto. 
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plicemente che l’ipotesi dei due sessi non è contraddetta se la rete non ha cicli 
di lunghezza dispari. Può essere concepita una rete in modo che essa resista alla 
partizione. L'obiettivo è chiaro nelle reti di comunicazione militare dove si vuo- 
le lottare contro il sabotaggio. La questione è allora quella di tenere al di sopra 
di una certa soglia il numero minimo di collegamenti da distruggere per disgiun- 
gere certe paia di nodi. 

Il grafo di commutazione della figura 8 ha un tipo di resistenza alla segmen- 
tazione spinta fino all’identità di alcune delle sue parti. Si tratta infatti in questo 
grafo orientato da sinistra a destra di poter raggiungere un nodo indicato dalla 
colonna di destra a partire da uno qualunque dei nodi entrata della colonna di 
sinistra, e questo in quattro commutazioni successive e identiche qualunque sia 
il punto di partenza. (Ad esempio, per raggiungere l’uscita inferiore, prendere 
a partire da ogni entrata 1° a destra, 1° a destra, 1° a destra). 

Una rete banalmente segmentabile a piacere è la rete ad albero. Un tessuto 
sociologico denso di relazioni si allontana al contrario dalla struttura ad albero e 
resiste alla segmentazione, alla segregazione. Questa osservazione è alla base del- 
la polemica attivata dall’urbanista Christopher Alexander con la frase « Una città 
non è un albero ». Tra gli elementi di testimonianza l’autore oppone due impianti 
piani. Dapprima il progetto della Grande Londra (1943) di Abercrombie: esso 
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Figura 9. 


Quadro di Nichelson, numerazione e rete di inclusione degli insiemi che costituiscono 
forti unità figurative, secondo Christopher Alexander. 
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è costituito da un numero importante di comunità ben separate, in modo da ac- 
centuare l'identità delle comunità esistenti attraverso la segregazione; le comu- 
nità costituiscono in se stesse delle unità indipendenti dotate di parchi, negozi, 
scuole. La città è concepita come un albero, non ci sono comunità che si sovrap- 
pongono. Poi egli porta come esempio di rete sovrabbondante, umanamente 
soddisfacente, l’analisi degli equilibri estetici di un quadro di Nichelson (fig. 
9). Il fascino esercitato dal quadro sta nel fatto che, benché costruito in base ad 
un piccolo numero di elementi triangolari semplici, tali elementi si uniscono in 
modi molto diversi per costituire le unità maggiori del quadro. Se si isolano gli 
insiemi di triangoli che hanno l’aspetto di forti unità figurative, si ottiene il re- 
ticolo della figura 9. 


3. Centralità e scheletri. 


Gli psicosociologi hanno definito in modi diversi il diametro, il raggio, il cen- 
tro o i centri di un grafo orientato o non orientato. Si consideri lo studio di Pitts 
sulla centralità di Mosca nella rete delle vie commerciali nella Russia del x11 e 
xI11 secolo (fig. 10). Le vie del commercio sono infatti nel medioevo i fiumi, na- 
vigabili durante l’estate, piste di slitte in inverno. Due misure di centralità sono 
considerate, entrambe dànno il primato a Mosca. La prima misura è una misura 
d’intermediarietà: il tasso di occorrenza della città considerata sulle strade più 
corte che congiungono tutte le coppie di altre città. La seconda misura è una mi- 
sura di accessibilità : la somma di tutti i cammini più corti fra la città considerata 
e tutte le altre città. Nella rete presa in considerazione Mosca ha la più grande 
misura di intermediarietà e la più debole misura di accessibilità. 

Un'analisi classica ricorre ad analizzare confronti a coppie di un insieme di 
soggetti. Si tratta infatti di quelle coppie di cui si dà un indice di distanza o di 
similarità. Uno scheletro interessante della rete è allora costituito dall’albero mi- 
nimo (nel caso della distanza) o dall’albero massimo (nel caso della similarità). 
Questi due alberi estremi esistono visto che i collegamenti della rete sono total- 
mente ordinati. Se vi sono uguaglianze possono presentarsi più scheletri. L'albero 
minimo può essere costruito nel modo seguente: prendere il più piccolo collega- 
mento della rete, poi il secondo più piccolo se non costituisce un ciclo con il pri- 
mo già preso..., poi prendere l’i-esimo pit piccolo se non costituisce un ciclo con 
collegamenti già presi, ecc. Una proprietà caratteristica dell’albero minimo nel 
caso di un ordine totale dei collegamenti è la seguente: lo spigolo più grande di 
ogni ciclo non appartiene all’albero minimo, ogni altro spigolo gli appartiene. 


4.  Strozzature. 


In una rete dai collegamenti totalmente ordinati l’albero minimo è di fatto 
un legame di strozzature nel senso che esso è il supporto di catene minimax tra 
ogni coppia di nodi. Si chiama catena minimax tra due nodi una catena per cui 
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Figura 10. 


Rete delle vie commerciali in Russia nel xI1 e xt secolo e suo grafo. 
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Figura 11. 


Esempio di rete di programmazione. I nodi partono da potenziali o date. I collega- 
menti sono dei vincoli e i collegamenti a tratto marcato costituiscono il grafo o cammino 
critico del planning. 


il più grande collegamento è anche il più piccolo possibile. Se si aumenta il valo- 
re di un collegamento dell’albero minimo, allora una delle catene minimax della 
rete vede il suo massimo aumentare. 

Un'altra nozione di strozzatura compare nelle reti di potenziale. Si tratta, 
nella rete orientata con collegamenti valutati, di considerare per ogni nodo x la 
più lunga catena che entra in x, essendo il potenziale minimale di x fissato dalla 
lunghezza corrispondente (in termini di programmazione dei compiti: quando 
«al più presto » accadrà l’evento x). L'insieme dei collegamenti che partecipano ai 
cammini più lunghi costituisce la rete critica o strozzatura. Infatti l'allungamento 
di uno qualunque dei collegamenti del grafo critico ritarda di altrettanto tutte le 
date «al più presto » situate sulla rete critica a valle di questo collegamento (fig. 11). 

Infine, un’altra strozzatura è caratteristica delle reti di trasporto non orien- 
tate nel caso in cui la merce instradata passi da un solo punto A verso un solo 
punto B attraverso la rete i cui collegamenti sono muniti di capacità. Il celebre 
teorema di flusso di Ford e Fulkerson afferma che la più grande quantità di mer- 
ce che può passare da A in B, compatibile con le capacità, è uguale alla minore 
capacità della sezione che separa 4 e B. Una sezione che separa A e B è un insie- 
me di collegamenti che sconnette 4 e B, e la capacità della sezione è la somma 
delle capacità dei suoi collegamenti. Poiché il flusso massimo da A in B satura la 
sezione di capacità minima, ogni diminuzione della capacità di uno qualunque 
dei collegamenti di quest’ultima agisce sul flusso massimo. 


5.  Caratterizzazioni e sintesi delle reti. 


Un metodo classico di analisi di dati su rete consiste nel controllare se una 
rete osservata ha le caratteristiche di una classe specifica di reti. 

Per esempio, gli ecologi s’interessano alla sovrapposizione delle specie nei 
termini seguenti. Si considerino 7 variabili relative agli ambienti ecologici, e per 
ogni specie un intervallo d’accettabilità per ogni variabile: a ogni specie è asso- 
ciato un rettangolo n-dimensionale. Dato un insieme di specie, ad esso corrispon- 
de una rete di intersezioni dei corrispondenti rettangoli. Inversamente, data una 
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rete R, ci si può domandare se essa è rete d’intersezione di rettangoli n-dimen- 
sionali (la risposta è sempre positiva per n abbastanza grande); e ci si può do- 
mandare anche quale sia la dimensione minima x dello spazio per cui la rete R è 
rete d’intersezioni di rettangoli: n è allora chiamata la «boxicità» della rete R. 

Nel caso in cui = 1, una tale rete è chiamata rete d’intervalli. Nella figura 12 
si mostra che la boxicità del quadrilatero e di K(3, 3) è uguale a due. Nella fi- 
gura 13 sono rappresentate due reti: per entrambe i nodi corrispondono a una 
famiglia di specie considerate. Per la prima rete un collegamento da x a y signi- 
fica che x fa preda di y. Per la seconda rete, un collegamento tra x e y significa 
che x e y hanno una preda comune. La seconda rete è rete di concorrenza. La 
boxicità della rete di concorrenza è, secondo Cohen, di grande importanza, essa 
può contribuire allo studio delle perturbazioni dell’ecosistema. Sembra che le 
reti di concorrenza siano di boxicità debole e che spesso siano reti di intervallo. 
In altri termini esiste allora una dimensione (combinazione delle variabili co- 
nosciute) secondo la quale ogni specie può essere raffigurata da un intervallo, in 
modo che la rete d’intersezione di questi intervalli dia la rete delle concorrenze 
osservata. Per altre caratterizzazioni di rete, reti piane in particolare, si rinvia al 
già citato articolo « Grafo ». Infine si chiama sintesi della rete la realizzazione di una 
rete particolare che ha delle proprietà fissate in anticipo. Questa nozione molto 
classica nella teoria delle reti elettriche è stata estesa alle reti elettroniche, alla ri- 
cerca di reti telefoniche pit affidabili e d’investimento minimo, e infine alle reti 
di trasporto. 


a b 

a) 4 x 

a d 
| I |2@ 
Ò » e | _]3@ 
B(f) 

G f L 
B(a) B(5) B(c) 
Figura 12. 


La boxicità del quadrilatero è 2, quella di K(3, 3) è 2. 
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tai 


Volta vegetale - foglie, frutti, 
fiori 


N 


Animali della volta vegetale — 
uccelli, pipistrelli frugivori e al- 
tri mammiferi 


3 Animali degli stratî aerei supe- 
riori — uccelli e pipistrelli, inset- 
tivori 

4 Insetti 


“n 


Animali terricoli di grossa taglia 
— grandi mammiferi e uccelli 
Tronchi, frutti, fiori 

Animali rampicanti della zona 
intermedia - mammiferi sia al 5 


7 
suolo sia sotto la volta vegetale 
8 Animali volanti della zona in- N 
termedia — uccelli e pipistrelli 


NU 


insettivori i 
9 Suolo - radici, frutti caduti, fo- Zi 
glie e tronchi 
10 Animali terricoli di piccola ta- 4 3 


glia — uccelli e piccoli mammi- b) 

feri x î x 
11 Funghi ! 3 
Figura 13. 


Rete alimentare (a) e grafo di sovrapposizione delle nicchie (5) per la foresta pluviale 
malese. 


6. Conclusione. 


Nell’analisi delle reti di una disciplina particolare è sempre più importante 
separare i problemi relativi alla topologia combinatoria della rete da quelli rela- 
tivi alla tecnologia particolare della disciplina. I problemi topologici traggono 
vantaggio dall'essere considerati in un quadro unificato, con strumenti potenti. 
Inoltre se una famiglia di problemi su rete non introduce regole tecnologiche dal 
funzionamento molto particolare, non è il caso d’impegnarsi in una teoria delle 
reti particolare: gli strumenti generali ne tengono conto. Ci si può dunque at- 
tendere sia la comparsa di nuove teorie delle reti sotto l’effetto di nuove tecnolo- 
gie, sia la semplificazione delle teorie esistenti grazie ai concetti unificatori e alle 
teorie generali della topologia combinatoria. [P.R.]. 


Dal punto di vista delle matematiche ogni rete - come schema concettuale astratto 
che permette di modellizzare (cfr. modello) un’amplissima gamma di situazioni concrete 
valorizzando certi aspetti e prescindendo da altri (e tale articolazione dell’opposizione 
astratto/concreto è tipica della ricerca) — è un grafo orientato o non orientato. Ogni 
teoria particolare delle reti cercherà dunque i suoi teoremi fondamentali nella teoria gene- 
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rale dei grafi, che ne studia gli aspetti combinatori (cfr. combinatoria) e topologici (cfr. 
geometria e topologia; e, per altri aspetti, strutture matematiche). Nata dall’analisi 
di un tipo particolare di reti (le reti elettriche, cui altre si sono via via aggiunte: reti di 
trasporti, reti elettroniche, ecc.) la teoria non solo si dimostra di notevole fertilità in ap- 
plicazioni di carattere tecnico (cfr. tecnica, macchina), ma rivela sempre più un aspetto 
unificatore che la rende particolarmente rilevante da una parte nello studio dei problemi 
generali dell’informazione e della comunicazione, nella teoria degli automi (cfr. au- 
toma ma anche centrato/acentrato, labirinto), nella programmazione (cfr. calcolo, 
decisione), ecc., dall’altra nella stessa modellizzazione dei fenomeni sociali a partire dal 
linguaggio fino all’organizzazione dello stesso spazio sociale (cfr. società) e all’analisi 
stessa delle articolazioni del potere (cfr. anche potere/autorità, stato). La ragione di 
tutto ciò sta probabilmente nel fatto che il «fenomeno rete» è un fenomeno morfologico 
profondo, a carattere universale: un tratto distintivo di qualunque sistema che riveli una 
struttura sufficientemente complessa (cfr. semplice/complesso). Perciò è anche un 
simbolo della condizione dell’uomo, un'immagine della sua cultura (cfr. cultura/cul- 
ture), un’allusione, infine, alla struttura di questa stessa enciclopedia. 


